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7.0 Indledning

| dette kapitd ska du lsae om hele tre forskdlige ting:

Farst og fremmest skal du lage at l@se ligninger og uligheder. Det kan du sikkert dlerede,
men du ska lage nogle nye metoder og fremgangsmader.
Du ska bl.a lege at |ase f.eks. en femtegraddigning, f.eks.

3% +2x* - x3+2x-8=0

Polynomier er en meget generdl klasse af funktioner. Et eksempel pa et polynomium er
f(X)=3x°+2x*- x3+2x- 8

Hmm, der er jo en vis lighed med femtegraddigningen ovenfra..

Sadanne funktioner viser Sg a vaae nemme a arbejde med, hvilket ogsa er heldigt, fordi de

optrader mange steder. Den ene &f forfatterne har faktisk vaaret med til at beskrive

udferligt, hvordan man kan beskrive knuder (f.eks. en dgjfe dler et kadlingeknob) ved

hjadp af polynomier!

Du skal ogsa laae om asymptoter, somi en visforstand er det modsatte of
differentidregningens tangenter. | differentidregningen betragtede vi grafen for en funktion
under en kraftig forstarrelse, og vi s3, at grafen neamest lignede en linie - tangenten. Man
kan ogsa betragte en graf under kraftig formindskelse, og ogsa her ser man, at grafen
negmest bliver til nogle linier - asymptoterne. At vide asymptoternetil en graf er en stor
hjadp til a fa et overblik over grafens udseende, og det kan i mange tilfadde hjadpe éntil &
skitsere grafen ret ngjagtigt.



7.1 Udsagn

Vi sarter med at finde ud &f, hvad en ligning egentligt er for noget. Svaret er, a en ligning er
et bent udsagn. For at forklare dette skal vi farst se pd, hvad er udsagn er:

Et udsagn er et udtryk, som kan vage enten sandt eler fask.

Eksempel
"6>7 =42" er et sandt udsagn.
"10=42+ 26" er et falsk udsagn
"Den ene o forfatterne til denne bog hedder Iversen til efternavn®

er et sandt udsagn.

Et udtryk, som man ikke kan afgare er sandt dler fask, er derimod ikke et udsagn.

Eksempel
"Alle babyer er sade” - hvad menes der med ordet 'sed'?
"Hansen har mange penge’ - hvor mange? 100 kr eller 170000000 kr?
"6X =42" - hvad er x?

Problemet med sadninger, som ikke er udsagn er, at de ofte indeholder udefinerede
serrelser. Ovenfor er de udefinerede starrelser “sad”, “mange’ og “X”.

Det sidste udsagn kaldes et dbent udsagn, idet det er et udtryk, hvori der indgar en
variabd, her X, og som man ved at erdtette variablen med et tal kan omdannetil et

aminddigt udsagn.

Man kan regne med udsagn. Der findes fagende 5 regneoperationer:

Negation (ikke): v
Konjugation (og): U
Digunktion (eller): U
Implikation (medferer): p
Biimplikation (ensbetydende): U

Sandhedsvaadien af sammensatte udsagn afhaanger af de enkedte deludsagn. Reglerneer:
Negationen af et sandt udsagn er falsk. Negationen af et falsk udsagn er sandt.

Konjugationen af to sande udsagn er sandt. | dle andretilfadde er konjugeationen
fask.



Digunktionen af to faske udsagn er fdsk. | dle andre tilfadde er digunktionen sand.

Implikationen af to udsagn er sand, undtagen hvis det ferste udsagn er sandt og det
andet falsk.

Biimplikationen er to udsagn er sandt, netop ndr begge udsagn har samme
sandhedsvaadi.

Man opstiller ofte disse regler i stkadte sandhedstabeller. Idet der er to udsagn, A og B,
som hver kan antage to sandhedsvaadier, sder deri dt 2>2 = 4 kombinationsmuligheder.
For hver af disse angives s sandhedsvaardien af det sammensatte udsagn.

Nedenfor betyder 'S sand og 'F falsk:

A B DA @B AUB AUB ApB | AUB
S S F F S S S S
S F F S F S F F
F S S F F S S F
F F S S F F S S

Vi vender nu tilbage il de dbne udsagn. Til et givet bent udsagn er man ofte interessaret i af
finde de vaadier a den variable, som ger udsagnet til et sandt udsagn. Maangden af disse
vaadier kaldes det dbne udsagns | gsningsmaangde og betegnes ofte med bogstavet L.

Man har ogsa brug for a vide, hvilke vaadier, man i det hele taget ma sadte ind pa
variablens plads. Dissetilladte veardier kaldes grundmaangden og betegnes med G. Ofte far
man intet & vide om grundmaangden, og i disse tilfadde er grundmaeangden den sterst mulige.
Bemaak dog, at dle dementernei grundmaangden skd give et meningsfyldt udsagn, nér de
indszdtes pa den variables plads.

(Bemagk, at der er en vislighed mdlem grundmaangden for en ligning og
definitionsmaangden for en funktion. Man ska dog passe paikke a forvekde deto ting!)

Eksempel
Abent udsagn:  Grundmaangden: L esningsmeangden:
2X+3=6 G=R L={1
X?- x- 6=0 G=R L={-32
D=5 G=R\{0} L={2}
2x+3=6,x£10 G=]-¥;10] L={1
2x+3=6,x£0 G=]-¥0| L=/
2x>0, xI Z G=Z L=N



Til et dbent udsagn har man dtsa dtid en Igsningsmaangde. Problemet er blot at finde den.
Det er det, man normat kader a l@se ligninger og uligheder.

Ofte kommer man ud for sammensatte done udsagn. Det viser Sig, at der er en tadt
sammenhaang mellem det sammensatte udsagns |gsningsmaangde og de to deludsagns
|gsningsmaangder. Reglerne er som fager:

Det dbneudsagn A(X) har grundmaangden G; og lesningsmaangden L .
Det dbneudsagn B(x) har grundmaangden G, og lesningsmeengden L,

@DA(X) har grundmaangden G; og lgsningsmaangden G; \ L; .
A(X) UB(X) har grundmasngden G, C G, oglesningsmasngden L, C L,
A(x) UB(x) har grundmeangden G, C G, oglesningsmaangden L, E L,

(I dette Sidste tilfadde ska man passe lidt pa - lasningsmaangden skal vaaeen
od ngengde a grundmaengden, sa lgsningsmaangden er faktisk
(LLE L)) C (G, C G,) . Det kunnejo vage, a enlesning til A(X) ikkelai

grundmaangdentil B(X) ...)

Reglerne er meget lette at huske, idet symbolerne U og C ligner hinanden meget, og
symbolerne U og E ogsa ligner hinanden.

Generdlt er Situationen den, a man st&r med en ligning dler en ulighed, som man ensker a
omforme, sA man direkte kan se, hvad |esningsmeangden er. Nu ska men jo undervesi sine
omformninger helst ikke miste nogle lgsninger! Derfor laate vi dleredei 1G nogle regler,
som sikrede, a man ikke mistede nogle lesninger undervejs. Ved en ligning maman f.eks.
lasgge samme tdl til pa begge Sder at lighedstegnet uden at aandre | gsningsmamngden. Det ses
joklart:

X=2
X+4=2+4
Vi laate dengang, a man skulle skrive denne dobbetpil melem ligningerne, uden at vi vidste

hvorfor. Nu kan man godt se, a den faktisk har betydning - dobbdtpilen fortadler nemlig, a
lgsningsmaangden til det farste udsagn er lig l@sningsmaangden til det andet udsagn.

Et andet eksempe pd, a logiske symboler optraeder i ligningdesning er

x? =16
)

x=+16 U x=-+16
)



x=4 U x=-4

Her er lasningsmaangden til det nederste, sasmmensatte udsagn jo
L={4} E{-4} ={4- 4}, og dobbdltpilene fortedler, at dette ogsi er | esningsmeangden
til den oprinddige ligning.

Ved det sdste ensbetydende-tegn er der ikke nogen problemer, idet vi blot identificerede to
kvadratredder. Det var med andre ord en reduktion, og en sdan er altid tilladit.

Ved det farste enshetydende-tegn kraevede der derimod kendskab til den specielle funktion,
som hedder at kvadrere. Vores viden om denne fortedler, at der netop er to lasninger til en
kvadratfunktion, som findes ved at tage kvadratroden eller -kvadratroden af hgjresiden. Der
ma derfor gedde ensbetydende mellem farste og anden linie.

Opgaver

1.1  Angiv sandhedsvazdien af nedenstéende udsagn, A-E.:
A : "Kgbenhavn er hovedstaden i Danmark”
B:"2+2=5"
C : "Wlandereng'
D : "Fader er engiral”
E : "King Kong er en abe"

Angiv endvidere sandhedsvaadierne af de sammensatte udsagn:

AUE , @B , BUD,DUE,Cb A
BU B,Abp C,DUZA,CUC

1.2 For nedenstdende dbneudsagn er grundmaangden lig G = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} :
Bestemn |gsningsmaangderne
a) X eretligetd b) X er et primtal c) X=6_
d) x=11 €) x=3Ux=9 fy x=3Ux=9



7.2 Ligninger

Fra 1G (dler tidligere) kender vi de fundamentae regler for ligningd esning:

Man ma addere dller subtrahere det samme pa begge sider at ligningen, og man ma
multiplicere dler dividere med det samme pa begge sider at ligningen, forudsat at
man ikke ganger dler dividerer med O.

Vi giver e par eksempler - husk, a nar man lgser en ligning, sa ska man dtid starte med a
angive grundmaangden, og dutte med a angive lgsningsmaangden.

Eksempel
Les 3x+4=Xx-6

Svar: G =R, ide ligningen giver mening for dle vagdier & x.

3X+4=X-6
g

3X- Xx=-6-4
g

2x=-10
g

X=-5

Dvs. L={-5}

Las. 2x+5=2x-5
Svar: G =R, ide ligningen giver mening for dle vaadier & x.

2Xx+5=2x-5
)
5=-5

|det det Sdste udsagn dltid er falsk, sder L = A.

Lgs XxX+2=x+2
Sva: G=R

X+2=X+2

0
2=2

|det det Sidste udsagn dtider sandt, er L =G =R

Bemaak, at vi i deto sdstetilfadde e nadt til at kaffe osaf med x'et i
ligningen, fer & vi kan afgare, at vi atid har et sandt dler et fask udsagn.



2.5
X
g
2 =5x
g
2
- =X
5
Dvs L={%}

Bemaak, a vi i anden linie gangede med x pa begge sider. Dette er tillat,
idet vi dleredeved, a x 1 O; talet 0 var jo uddukket fra grundmaangden.

En vigtig type ligninger er andengraddigningerne, som vi alerede har stiftet bekendtskab
med:

Eksempel
Les  2x2+3x-5=0
Sva: G=R
Diskriminantener d =32 - 42 X-5) =49, s3
2x2 +3x-5=0
(i
3-8 -3+49
X=— U x=——
22 252
g ,
x=-25 U x=1
Dvs. L:{—2,5;]}

Her anvendte vi den velkendte lesningsformd.

Tit og ofte kommer man ud for ligninger, som ikke er andengraddigninger, men som ved at
erdatte den variable x med en anden variabd t giver en andengraddigning. Mantder om
masker ede andengradsligninger:



Eksempel
Les

Svar:

Les:

X=~/x+4

For det ferste ses, at G =[ 0;¥ [, idet indmeaden of et kvadratrodstegn, her

X, ikke mavage negativ.
Erstatter vi </X med t, s f&r vi faktisk en andengraddligning:

X=~/X+4
(i
x-/x-4=0
(i
t?-t-4=0 U t=+/x
()
2 i w2 2k <
(t:-<-1>-«/(-21>;-4>1<-4) O t=-CD J(zg VR TS
(i
(t=27 § t=217) g t=4/x
()
) t:“jﬁ 0t =/x
0

X = (—1+;/ﬁ)2

Dvshl_::f(lJ’;/ﬁ)ZlfJ
i

Her brugte vi, at Jx3 0, 0g a vi derfor kunne smide den negetive t-
lgsning vak. Dette foregik i linien markeret med en Sjerne, (*).

6X5% - 745" - 8=-10
Dette er en maskeret andengraddigning (t = 1,5%). Vi undlader dog at

bruge symbolet t - det kan sagtens undvaares. Idet udtrykket 15% er
defineret for dle vaadier o x, sAer grundmeangden G =R



6X5%% - 745° - 8=-10

)
6x(15")%- 7X(15")+2=0
)
l5xz7iJ(-7)2-4>6>Q:711
2>6 12
)
15°=2 U 15 =32
)

log(0,9 O x= log(0,75)
log(15) log(1,5)
11og(05) log(0,75) 0

Heraf ses, at lgsningsmeangdener L = ,
SN 1log(@5) ' log(@H b

Les  4x0g?(x+2) - 5¥dog(x+2)- 1,5=0
Svar: Dette er igen en maskeret andengraddigning, hvor vi erstater log(x +2)
med t. Grundmasngden er G = |- 2, ¥ , idet indmaden x + 2 til logaritmen
skal vage positiv.
4log?(x+2) - Slog(x+2)- 1,5=0

)
_5+4/(-5)2- 44X5 5+7

log(x +2) = 2od =73
)

log(x+2) =15 U log(x+2)=-025
g

x+2=10" U x+2=10"%®
g

x=10"-2 U x=109%%®.2

Ergo
L={10"- 2,10°% - 2} »{-1438,29,62}

Nulreglen siger, a hvisto starreser ganget sammen giver 0, sa er mindst en & starrdserne
0. Symbolsk:

"ab=0" U "a=0UDb=0.

Denne nulregel er meget nyttig ved lesning &f ligninger:



Eksempel
Les  (2x2% - 2x- 12)(x? - 10x+24) =0

Sva: G=R
Nulreglen giver

(2x? - 2x- 12)(x? - 10x+24) =0

)

2x2-2x-12=0 U x?-10x+24=0
)

. 24422 - 452 X-12) 0 X_1O¢\/102- 4104

2>2 2°1

)

XzZi«/lOO 0 leOiJZ

4 2

)

(x=-2 U x=3) U (x=4 U x=6)

Dvs L={- 2346

Man kan nu og da komme ud for ligninger indeholdende numerisk-tegn. Her er man nect til
a dele op efter, hvorvidt indmaden i numerisk.tegnet er pogitivt:

Eksempel
Les |x+5=10
Sva: G=R
x+5=10
g ,
x+5=10 U - (x+5) =10
g ,
Xx=5U x=-15
Dvs L={5-15
Los |- x+4[=2
Sva: G=R
|- x+4/=2
g

-x+4=2 U - (x+4)=2

10



21

22

2.3

24

x=2 U x=6
Dvs L={2;6}
Les [x+10/=-2
Sva: G=R

Opgaver
Les fadgende ligninger med grundmaangden R :
a (x+2)(x- 5=0hb) x2=4 c) x?=
d) x>+5=0 B 1.1 f)l-lzo
X 3X X X
L &s derefter de samme ligninger, men med grundmaangden Q (derationdetal) og
med grundmaangden Z .
Lesligningerne
a) 2x% +14x+24=0 b)  4x*+4x+1=0
2 — —
0  -ix“-3x+2=0 d  4x*=100
B x*-x?-12=0 f) x*-7x?-18=0
9  x°+2x3-15=0 H  x+5/x-36=0
.2
i X+D%2+5x+D)+6=0 | X0 EX 0
) (x+D+5(x+J) j) 15 VERT
K) x*- 7x2+12=0 1) e - 3eX+2=0
Lesligningerne
a) x+3=2 b) I{ =2
o  [5x-3=3 d) > . 3 _ 4
X+2 x-1 x+2

5 6 6 X 2x 2
e) + = f) —_—t ==

Xx-4 x-3 X-6 x-1 x+1 3
Las
a) (x+1)? =3 b  (Vx+1)?=3
0  (x-3)%=1(x-1) d) x> +2x+1=|x

L = A, idet vendtresiden adrig kan vage negetiv, og hgjresiden er negtiv.

11




7.3 Polynomier

Vi skd nu til a lagre, hvordan man |gser trediegrads-, fjerdegrads--, femtegraddigninger
osv. For a kunne l@se dem er vi nadt til & vide, hvorledes man regner med polynomier.
Dette er indholdet af dette afsnit, og farst i neeste afsnit kommer metodernetil

ligningd gsningen.

Definition 1 (FS)
Et polynomium er en funktion af formen
f(x) =a,x" +a, X"+ . +ax® +ax+a,
hvor man kraever, & a, * O.

Tdlet n kaldes polynomiets grad og betegnes ofte
n=grad(f).

Et specidt polynomium er nulpolynomiet
f(x)=0

som ikke tildeles nogen grad.

Eksempler
Et fjerdegrads- polynomium er
_ a4 3 2

f(x)=3x"-2x- 5x" +3+x- 9

Her er
fjerdegradskoefficienten a =3
trediegradskoefficienten az=-2
andengradskoefficienten a =-5
farstegradskoefficienten a =%

nultegradskoefficienten a5 = -9

Flere polynomier er

g(x) = x2 +2x+1 grad(g) =2
h(x) = x grad(h) =1
I(x)=2 grad(i)=0
j()=x°-4 grad(j) =6

Et polynomium ma kun indeholde heltallige ikke-negative potenser af variablen x.
Nedenstdende funktioner er derfor ikke polynomier:

12



K(X) =X + X2 +3x- 8 ()= =+ =
X X
m(x) = e n(x) =log(x3+2x? - 4x+8)

Polynomier kan adderes, subtraheres og multipliceres. Resultatet er igen et polynomium:

Eksempel
Lad f og g vaae polynomierne
f(x)=3x*+2x>-8x og g(x)=x%-2x-9.

Vi kan da danne fdgende polynomier:
PLUS:
(f +9)(0) = f(x) +g(x) = (3" +2x* - 8x) +(x* - 2x- 9) =
3x* +3x2- 10x- 9
MINUS:
(f - g)(X)=f(X)- g(x)=(3x*+2x% - 8X) - (x*- 2x- 9) =
3x* +x2- 6x+9

GANGE:
(f>0)(¥) = f (x)xg(x) = (3x* +2x*- 8X)X(x* - 2x- 9) =
3x0- 6x°- 27x* +2x% - 4x3- 18x% - 8x3 +16x% + 72x =
3x8- 6x°- 26x4 - 12x3 - 2x2 + 72x

Man kan bevise fadgende sagning:

Sagning 2 (LS)
Lad f og g vaae polynomier (bortset fra nulpolynomiet). Da gedder
a  grad(f +g) £ max(grad( ) , grad(g))
b)  grad(f - g) £ max(grad(f) , grad(g))
¢  grad(f>g) =grad(f) + grad(g)

Beviset er i opgave 3.1.

Man kan ikke dividere polynomier og vaae sikker pa at fa et polynomium igen:

13



Eksempe
Funktionerne

f(x)=2x3-5x2 +3x+1 og g(x)=x
er begge polynomier, men kvotienten
3. Bx%+3x+
i(x):f(x):2x 5X“ + 3x 1:2x2-5x+3+i
g 9(x) X X
er ikke et polynomium, daleddet % adelagger dette - % er jo ikke en positiv

potens af X.

Denne Stuation har vi vaaet ude for far!
Du har skkert laat i skolen, at man kan addere, subtrahere og multiplicere heetd, og
stadigvak fahdeta. Dividerer man derimod to heletd, sarisikerer man, at divisionen ikke
gar op.
Man kan reparere pa dette pa to forskellige mader:

1) Man kan indfare braker dler rationale tal som resultatet af en divison.

2) Man kan lave division med rest.

Lad os dividere 26 med 8.
. .26 1 o .
1) Divisonen giver 36 = 7 dtaet rationdt ta.

2) Divisionen g& op 3 gange med 2 til rest:

26=3°8+2

Ved polynomierne har man de sammeto udvege

Definition 3
Enrational funktion r er en funktion af typen:
f(x)
r(x) =——=
9(x)

hvor f og g er polynomier, og g ikke er nulpolynomiet.

14



Funktionen fra eksemplet ovenfor
f f(x) _ 2x3-5x* +3x+1
(0= () = =
g 9(x) X

er dtsden rationd funktion.
Rationde funktioner er vigtige, og vi ska sudere dem negmere i kapitlerne om asymptoter.
Vi har dog mere brug for den anden udve, nemlig divison med rest.

Divison med rest af polynomier kan foretages, fordi fagende ssdning gadder:

Satning 4 (LS)

Lad f og g vaaeto polynomier, og antag, at g ikke er nul-
polynomiet. Dafindes to polynomier k og r, sdledes at

a) f(x) = k(x)>g(x) +r(x)
b)  grad(k) <grad(g)

r kaldes restpolynomiet, mens k kaldes kvotientpolynomiet.

Dette svarer ganske til divisonen af 26 med 8: Vi opskrev divisondigningen far:
26=3>8+2

Der var kvotienten 3 og resten 8, og det ses, a denne ligning er ganske andog til ligningen @
| ssaning 4.

Tilsvarende svarer uligheden b) til, at resten 2 er mindre end divisoren 8. Denne ulighed
gkrer, a divisonen er fart til ende.

Det er lidt bevlet at give et generdt bevis for sadning 4, sa det udelader vi her. Beviset g&r i
avrigt ud pd, & man angiver en metodetil at finde kvotientpolynomiet k og restpolynomiet r.
Denne metode hedder polynomiers division, og vi ska betragte en masse eksempler, men
dtsaikke noget generdlt bevis.

15



Eksempe
Vi vil dividere polynomiet f (X) =x2 +3x+1 med g(x) = x- 2. Hertil skal
man bruge et skema af formen nedenunder:

X-2 | x2+3x+1

Vi har placeret f midt indei skemaet og divisoren g yderst til venstre. N&r divisionen
er feardig, SAvil kvotienten k sd everd, lige over f, og resten r vil s nederst.

Farste trin gar ud pa at undersage, hvor mange gange X, som er

hgjestegradseddet i divisoren g, gar op i x2, somer farsteled i f. Vi laver
atsa regnestykket
X2:X = X

Vi skriver nu resultatet af divisonen pak's pladsi skemaet:

X
X-2 | x2+3x+1

Derefter udregner og skriver vi polynomiet X xg(X) = X - 2X nedenunder f i

skemeet:
X
X-2 | x?+3x+1
X2 - 2x

Vi trakker nu de to polynomier fra hinanden:

16



X-2 | x?+3x+1
X2 - 2X
5x+1

Vi gentager nu divisonen & g's hgjestegradded op i det nye polynomiums
hgjestegradd ed:
5x:x=5

Vi skriver 5-tdlet pa kvotientens plads;

X +5

x-2 | x2+3x+1
X2 - 2x
5x+1

Saganger vi 5 med g og indferer dette i skemeet:

X +5

x- 2 | x?+3x+1
X2 - 2X

5x+1

5x-10

Og endelig subtraherer vi de to nederste polynomier:

X+5
x- 2 | x2+3x+1
X2 - 2x
5x+1
5x-10
9

Divisonen er nu fagrdig - den forelgbige rest er 9, og dette nultegradspolynomium
har mindre grad end g, som er et farstegradspolynomium.

Vi har dtsafunder ud &f, a kvotienten er k(x) = x+5 ogrestener r(x) =9.
Dette resultat kan skrives enten som
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x2+3x+1:(x+5)><(x- 2)+9
dler som
2
X +3X+1:x+5+ 9
X- 2 X- 2

Vi kommer med nogle flere eksempler pa polynomiers division. De serveres uden specielt
mange kommentarer, Sa prev sdlv at finde ud af, hvad der foregar!

Eksempe
X-7
Xx+7 | x% +0x+1
X2 +7x
-7x-1
-Ix-7
6

X% - 1=(X- 7)Xx+7)+6

Det kan betde Sg opskrive de led i dividenden, hvor koefficienten er O, som er gjort
her ved led nummer 2. Det hjadper meget pa overskueligheden.

24414

3%

3x+5 | 2x2 +8x + 4
2x2+%x
Lx+4

14 10

3 Xty

_ 34

9

Divisondigningen er her:
2x2 +8x +4=(2x+1)53x+5)- &
Det gar dtsaikke noget, hvis hgjestegradskoefficienten for divisorpolynomiet ikke

el
X- 2
x-1 | x%- 3x+2
x2- X
-2X+2
-2X+2

0

18



31

3.2

X% - 3x+2= (x- 2)xx-1)
Divisonen gik op!
| det Sdste eksempel dividerer vi et femtegradspolynomium med et

andengradspolynomium. Fremgangsméden er den samme som ovenfor, divisionen
bliver bare meget |laangere:

x3+ x2-3x +6

X2 +2x+1 | x°+3x* +0x3+ x2+2x+5
3

x5+2x4+x
x¥- X3+ X2 +2x+5
x4t +2x3+ x2
-3 +0x2 +2x+5
-3x3- 6x%- 3x
6x° - 5x+5
6x2 +12Xx + 6
-17x-1

Divigondigningen bliver:

x° + 3x4 +x2+2x+5:(x3+x2- 3x+6)>(x2 +2x+1)+(-17x- 1)

Opgaver

Bevis saning 2. (Vink: Hvilket hgiestegradded er muligt | sum-, differens- dler
produktpolynomiet.)

Betragt nedenstdende polynomier:
f,(x) = x3- 15x? +68x- 84
fo(x) = x4 - 8x3+17x% +2x- 24
fa(x) =x*+5x3 +4x2 - 20x - 32
f (x) =2x"- 4x3- 3x* +32x- 9
fo(x) =3

a) Angiv grederme e fq, f,, 5, f, og fg
b) Beregn polynomierne
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3.3

34

35

3.6

fo+fy, fo- £y, foxfy , foxf , f2%- 2f,- 3f,
C) Kontrollér i ovenstdende regnestykker, a ssaning 2 passer.

Udfer nedenstdende divisioner og opskriv divisondigningen:
a) X2- 7x+6 : x- 3
)  Xx2-8x+5 : x+4

0) X2 +2x% - 3x3- 5x2 +3x+5 : x-1

d  xF+3x°-ax*+7x3+x%-2 : x-3

e X" -5x8 +x°-23x3- x2+3x+9 : Xx+2
f) X3+x2+x+2 1 X

Udfer nedenstdende divisioner og opskriv divisiondigningen:
a) x3+3x%2- 2x+10 : X%- 3x+2

b)  2x*+3x3- 8x?+17x-14 : X?- x+2
0 2x°- 3x*+8x%-10x+10 : x%-2x+1
d  x°-8x4+3x3+2x%-8 : x3-1

D) x8- x*+3x3- 2x%+x+1 : x*- 3x3+3x

Udfer nedenstdende divisioner og opskriv divisiondigningen:
8  2x*+5x3+2x%-7x- 6 : 2x+3

b) x* - 5x3+2x% +10x- 8 : x- 3
0) x*+2x3- Ax%2 +5x-2 : 3x-4
d  3x*+2x3- 4x2+5x- 2 : 3x%- 3
e x3-§3x2-%x—1 - 2x- 4

a  Udfer divisonen x* - 5x3+2x% +10x- 8 : x- 2.

b) Hvilken dags polynomium er resten?

C) Beregn vaadien af polynomiet x% - 5x3+2x% +10x - 8nd&r X =2.

d) Sammenlign med resten fradivisoneni a).

e) Bevis, at resten ved divison af polynomiet f med farstegradspolynomiet
X- a, hvor a er et redt td, faktisk er lig med polynomietsvaadi f (a) i

punktet a.
(Vink: Opskriv divisondigningen og sad X lig a).
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7.4 Polynomiers ragdder

Vi har tidligere arbgjdet med bade ferste- og andengradspolynomier. Ved
andengradspolynomierne brugte vi det meste af krudtet pa at finde redder, dler hvad der er
det samme, pa a |zse andengraddigningen. Det kommer nok derfor nok ikke som nogen
overraskelse, at 0gsa redderne for polynomier af grad hgjere end 2 er vigtige:

Definition 5 (LS)

Lad f vage et polynomiumog a et redttal. aerrodi f, hvisa er et
nulpunkt for f, dvs. f (a) = 0.

For det farste vil vi finde ud af, hvor mange redder et n-te-gradspolynomium kan have. Vi f&
brug for fagende sadning:

Satning 6 (F9)
Lad polynomiet f have roden a. Savil divisionen
f(x) : x-a
gaop.

Bevis:
Vi betragter divisondigningen for divisonen (den fik vi frassgning 4):
f(X) = k(x) {x- a) +r(x)
|det vi dividerer med et farstegradspolynomium, savil restpolynomiet r vaere et
nultegradspolynomium, dvs. en kongtant funktion (eller et td, om man vil). Divisonen
g& op, hvisdettetal er O.
Sadter vi x lig a, sAfésifdge definition 5 ligningen
0=1(a)
Det indsadter vi i divisondigningen og far
O=k(a)>(a-a)+r(a)=k(a)>0+r(a)=r(a)
Dette viser, a det konstante polynomiumr erlig Oi a og derfor lig O altid.

Divisionen g& dtsaop!
6

Falgende sadning er savigtig, at den ofte kaldes al gebraens fundamental satning:
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Satning 7 (LS)
Et polynomium af grad n har hgjst n radder.

Bevis:
Lad f vaae et polynomium & grad n, og lad reddernetil f vaae
a,,a,,4a3,..,ay
Vi anteger, at f har m for skellige radder, og vi ska bevise, a m£ n.
Daa, errodi f, sAved vi at divisionen
f(x) : x-a daop.
Kalder vi kvotientpolynomiet k,, s& her vi derfor divisondigningen:
f(x) =k (X):(x- a;)
Ifdge saning 2c er grad (k) = n- 1.
Nu fér vi a k, har radderne a, ,a5,...a,,, hvilket sesved indssdtese
divisondigningen:
0=f(a,) =k,(ay):(a, - &)
Faktoren a, - a, kanikkevege0, idet detotal @, og a, er forskellige, og derfor ma
faktoren Kk, (a,) vaae 0. Tilsvarende for de andre redder.

Daa, errodi k;, sdved vi a divisonen
ki(xX) @ x-a,
gar op.

Kvotienten kaldes k,, SAvi fér igen en divisondigning:
ky (X) = ky (X): (- a,)
Detses, at grad(k,) =n- 2,ogéa tdleneas,a,,...,a  errodi K.

Vi fortsadter denne procedure salang tid, vi kan. Vi ser, at vi kan gentage proceduren
engang for hver rodi f, dvs. i dt m gange. Men samtidigt kan vi kun gentage
procedureni at n gange, idet graden & kvotientpolynomiet ikke kan blive negativ.

Ergo mam vage mindre end dler lig med n.

Faktisk antyder dette bevis noget mere:
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Saning 8 (LS)
Lad polynomiet f have redderne a, ,a, ,...,a,,. Dafindesheetd
ng,N,,...,N., og et polynomium k uden disse redder siledes at

F ()= (x- a)™ qX- @)™ % Ax - ay)™ X(X)
Tdlet n, kaldes multipliciteten af roden a;

Bevis:
If@ge saening 6 kan vi dividere f med polynomiet X - &, uden at faen rest. Kaldes
kvotienten k,, sdkan det ske, at &, igener rod i k;, og vi kan dividere igen. Dette
garesindtl a, ikkeer rodi k; mere- dt n, gange.

Herefter gentages proceduren pa a,,ag optil a,. | den sidste kvotient gér daingen af

redderne op, og sseningen falger.
0

Hvis en rod har multipliciteten 2, sa kaldes roden en dobbeltrod, multipliciteten 3 giver en
tripelrod, osv..

Det er meget let at undersage, om en given rod har en multiplicitet hgereend 1 - se
nedenstdende saning, som er en af de fa saaninger, som forbinder polynomier og
differentidregning:

Satning 9 (LS)
Lad f vage et polynomium med roden a. Da gedder:
a har en multiplicitet Sarreend 1

g

aerrodi badefogi f (.

Bevis:
Vi antager, a a har multipliciteten n > 0. Vi kan da skrive

f(x)=(x-a)" %k(x)

hvor aikke er rodi k. Differentieres denne ligning, sa giver produktreglen
fax)=(x-a)" kdqx)+n(x-a)™ ! XK (X)
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Idet n > 0O vil faktoren (x- a)" give O ved indssdtelse af X = @, si den indsadtelse
foretager vi

f €a) = (a- a)" *kda) +n(a- a)" 1% (a) = (a- a)" ! nk(a)

Sagningens pil nedad:
Vi ser, at hvis n > 1, si er faktoren (a- @) ' =0,0gaerrodi f (.

Saningens pil opad:
Visrogsy, a hvisaerrodi f (, sdgadder:
foa)=(a- a)" tnk(a) =0
Dette kan kun lade sig gere, hvisenten (a- a)™ * er 0, dler k(a) er 0. Men a er
ikkerodi k, sa
(a-a)"'=0

Denne faktor kan kun vage 0 ndr n > 1, sa multipliciteten af aer dtsasarreend 1.
6

Tidligere bevige vi en fuldstaendig |asningsfor mel for andengraddigninger:

Satning 10 (FS)

Lad f(X) = ax® +bx + ¢ vage et andengradspolynomium. Lad
diskriminanten d vaae defineret ved:

d =b? - 4ac.
f har da fagende redder:
hvis d < 0, sa har f ingen redder

hvis d =0, sA har f dobbeltroden - 23
a

hvis d > 0, sA har f de to enkdtredder
-b++/d -b- /d
2a 2a

Bemagk, a der er forskel pa et andengradspolynomium og en andengraddigning:

Et andengradspolynomium er en funktion af formen
f (x) = ax® +bx +c.
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En andengraddigning er en ligning dler et abent udsagn & formen
ax® +bx+c=0.

Spergsmdet er nu, om der findes tilsvarende lgsningsformler for polynomier af hgjere grad.
Svaret er .... tjah....

Der findes formler for redderne i en trediegraddigning og en fjerdegraddigning. De er
desvaare temmeligt beviede at brugei prakss, s dem kommer vi ikke naamere ind pa.

Nordmanden Niels Henrik Abdl og franskmanden Evariste Galois bevigte i sarten af 19.
arhundrede, a der er umuligt a finde generelle lasningsformler for polynomier af grad starre
end 4. Heldigvis, for sa skd vi ikke belemres med disse.

N& man sa ska lase f.eks. en 7.graddigning, s3 ma man benytte to andre metoder end at
sateind i en lesningsformel. Disse er

1) at finde tilnsamede redder, og

2) at gedte paregdder.
Den mest effektive made a finde tilneamede redder pa er vha. Newton-Raphsons
iterationsformel, som vi har omtalt tidligere. Der findes dog andre metoder, bl.a.
bisektionsmetoden, som vi ogsa kender til, og som desvaare ikke er specidlt effektiv.
N&r man gadter paregdder, A er det dumt bare at gadte ud i den bla luft. Faktisk findes der en

metode, som tillader en a komme med temmdigt intdligente ged. Den hedder "p/g- metoden”
og g& ud pafdgende:

Satning 11 (LS)

Lad f (x) =a, x"+a, X" +..+a,x* +a,x +a, vaaeet
polynomium med heltallige koefficienter.
Hvis den uforkortelige brek Ep errodi f, Avil

pgdopia, og qgaopia,

Beviset for denne saaning & i Appendiks A.

Eksempel
Lad osfinde de rationale radder i polynomiet
f(x)=x3- 4x® +5x- 2

Skrives roden som brgken Ep, saskal

pgiopi a, =2,dvs. pl {x1+2}
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qodopi a;=1,dvs gl {1

Alle disserationale td tjekkes ved indsadtelse:
f(1)=1%- 44%+54-2=0
f(-D)=(-13- 4-1D?+5%-1)- 2=-10
f(2)=23- 450%+5%-2=0
f(-2)=(-2)%- 4X-2)?> +5X-2)- 2=-36

Ergo er 1 og 2 de eneste rationale radder.

Findes der flere radder? Tja, ifdlge sagning 7 er der hgjst tre radder, og vi kender to.
Det er nu lettest at se, om en & de to kendte redder faktisk skulle veae rod en gang
til, dvs. en dobbeltrod. Hertil bruges sadning 9:

fax) = (x> - 4x% +5x- 2)¢=3x?- 8x+5
1 og 2 indsdtes:

f 1) =34°- 8X+5=0
f2)=3%%- 8R+5=1

Aha, roden 1 har multiplicitet stiarre end 1, mens roden 2 har multipliciteten 1. Idet
polynomiet f har grad 3, sdkan vi konkludere, at

f(x)= x3 - 4x? +5x- 2 har redderne 1(dobbeltrod) og 2.

Kombineres sagningerne 6, 9 og 10, sdhar vi et dagkraftigt vaben til at finde redder.
Metoden g& i d sin Smpelhed ud pa at finde de rationae redder vha. p/g-metoden, udfare
divisoner alaszaning 6 og hdbe pd, a kvotientpolynomiet, som bliver tilbage, er et
andengradspolynomium.,

Eksempel
Lad oslg=e ligningen:

x> - 3x%- Zx%+4x%+3x- 2=0

Her kan p/g-metoden ikke umiddel bart bruges, idet koefficienterne ska vaae
hdtdlige. Men vi kan gange ligningen igennem med 2, sdedes a dle koefficierterne
bliver hdtalige

2x° - 3x* - 7x3+8x% +6x- 4=0.

Vi skd dtsafinde redder i polynomiet:
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f(x)=2x%- 3x*- 7x3+8x°* +6x- 4
p/g-metoden brugestil at finde eventuelle rationd € rgdder:

pog&opia, =-4,dvs. pl {il12,14}

qo& opi a; = 2,dvs. q1 {+1,+2}

2l {t1e1+24222 48 =-Le1404441)

Disse td indsadtes, og resultaterne er

f(1)=2 f(-1)=0
f(2)=0 f(-2)=-40

f (4) =980 f(-4)=-732
f(1)=0 f(-1)=-4,375

Tdlene-1,20g % er redder. Er de ogsa dobbeltredder?
f o(x) =10x* - 12x° - 21x* +16X +6
f((-1)=-9 f(2)=18 f(](%):7,875

Altsa er ingen af de fundne redder dobbeltredder.

Vi dividerer nu polynomiet f med de tre polynomier x+1, X- 2 og X - %
Divisondigningerne bliver:

2x° - 3x* - Tx3+8x% +6x- 4= (2x* - 3x3- 2x? +10x- 4)(x +1)
2x* - 3x3- 2x% +10x- 4=(2x3 - X? - 4x+2)Xx- 2)
2x%- X% - 4x+2=(2x%- 4)x- 1)

Vi sk bare dtsa finde eventuelle radder i andengradspolynomiet 2x% - 4;
d=0%- 42x-4)=32
« = -0£+/32 :i@:i«/ﬁ:i&
2% 4 /16
| alt ver |gsningeme il den oprindeligeligning: -1, 2, 3, +/2 og - +/2.
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Bemaak, at p/g-metoden kun virker, n&r dle koefficienterne er heltallige, og at man kun finder
de rationale rgdder - de mere underlige irrationae redder ma findes pa andre méder.

Sagligt ondt er det, n&r ap = 0. Idet dletal g&r opi O, safortedler p/g-metoden i dette
tilfedde, at dlerationdetd er mulige radder i polynomiet. Dette undgas naturligvis ved at
erkende, a 0 er enrod, ndr a5 = 0 og 3 skynde sig at dividere polynomiet med faktoren

X = X - 0. Herefter kan man sa anvende p/q-metoden uden problemer.

Opgaver

4.1  Lesfdgendeligninger:
a) x* - 10x° +35x° - 50x +24=0
b)  18x*- 69x3+44x? +5x- 6=0
0) x3 - 12x? +44x- 48=0
d  2x3+7x%- 46x-195=0

8  6x'-7x3+x=0 (Advarss: a, =0 1)
f) x>+ x%- 4x- 4=0

9 -x*+2x*-5x+3=0

H  2x%-6x°-2x+2=0

) 2x3+8x*- Ix-5=2

4.2  Find reddernei nedenstdende polynomier:
a) f,(x) =2x*- 8x3+4x% +2x+12
b) f,(x)=x3+2x%- x- 2

0) fo(x) = x> +x%- 4x- 4
d) f (x)=x%- 6x3+13x?- 12x+4
D) g(x) =x* - 2x3 +2x2- 2x+1

4.3  Opskriv rodfaktoriseringerne ala sagning 8 for ale polynomierne i opgave 4.2.

44  Ladf vage e polynomium af grad n med hdtalige koefficienter og med
hajestegradskoefficienten a,, = 1. Bevis, a enhver rational rod i f faktisk er et helt tal.

45  Kongtruér et gettegradspolynomium med redderne 1, 2 og -3. -3 skal vageen
dobbeltrod. Polynomiet ma ikke have andre redder de tre ovenfor.
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7.5 Uligheder

Har man sagt “ligninger”, sa skal man ogsa sige “uligheder”. Vi skal her se pa de
mere traditionelle mader at |@se uligheder pa.

En ulighed er et dbent udsagn, som indeholder et eller flere ulighedstegn.
L gsningsmaangden for en ulighed vil typisk vaae et eller flereintervaller.
De fundamental e regneregler for uligheder er:

Man ma addere eller subtrahere det samme pa begge sider.

Man mamultiplicere eller dividere med det sammepositive udtryk pa begge
sider.

Man ma multiplicere eller dividere med det samme negative udtryk pa
begge sider, hvis man husker at vende ulighedstegnet.

Eksempel
Lgs: Xx+2<4x-7

Svar: G =R, idet begge sider i uligheden er defineret for alle reelletal.

X+2<4x-7
I}

X+2-4X- 2<4x-T7- 4x- 2
)

-3x<-9
)

X>3

(ulighedstegnet vendes, idet vi dividerer med - 3).
Heraf ses, at lgsningsmaengden er L =13, ¥|

Dobbeltuligheder er uligheder af formen
2x+3< x- 3£ X% +4/x

Dette skal forstas som det sammensatte dbne udsagn
2x+3<x-3 U x- 3Ex%+4/x

Eksempel
Lgs: 2<x-2£8
Svar: lgenses, at G=R

Vi laser uligheden ved at starte med at opsplitte dobbeltuligheden i to
enkelte uligheder, som lgses hver for sig. Lasningsmaangden for
dobbeltuligheden e dermed fadlesmaangden a de to
| @sningsmaangder for de to “simple”’ uligheder.

29



2<x-2£8
2<X-2 U X-2£8

X>4 U X £ 10

L sningsmaangderne for de to uligheder er
L, =]4,¥] og L,=]-¥,10]
L gsningsmaangden til dobbeltuligheden er derfor
L=L,G L, =]4,¥[C]-¥,10/=]4,10]

Lgs: 2+2X<Xx+3<4x+6
Svar: G=R

2+2X<X+3<4x+6

0

2+2X<x+3 U X+3<4Xx+6
)

x<1 U Xx>-1
Dvs.

L=]-¥.1 og Ly=|-1,¥
og

L=L,CL=]-¥,1¢]|-1,¥[=]-1,1

Les 10£X°<15
X+4

Svar: Her er G=R\{-4}. Vi deler igen op i de to uligheder. Men her skal
man passe pa, idet man gerne vil gange med starrelsen x + 4 pabegge
sider af ulighedstegnet - men denne sterrelse kan vaae bade negativ
og positiv. Vi skal derfor starte med at dele pai to tilfadde - alt efter
om starrelsen x +4 er positiv eller negativ:

G, =]-4,¥| (her er x +4 > 0)
10£X2¢15
X+4
)
10£ X5 u X 9.1
X+4 X+4
)

10x+40£ x- 5 U X - 5<15x + 60

OX £ -45 U -14x <65
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65
XE-5 U X>- 2

Dvs.
L, = A& U Lp=]|-4,¥

0og
L=L,CL,=A

(husk, at de to lgsningsmaangder L;; og Ly, skal ligge indenfor
grundmaangden G, = ] 4 ,¥[ )

GZ:]-¥,-4{ (her er x +4 <0)

10£X2¢15
X+4
)
10£ X2 v X915
X+4 X+4
)
10x+403 x-5 U X - 5>15x + 60
)
Ox3 -45 U -14x >65
)
x3 -5 U x<-9
Dvs.
Loa=[-5.- 4 U Lz,zz]'¥" %
0og

L, =L, C Ly, =['5" 7

L gsningsmaangden for den oprindelige dobbeltulighed er derfor
L=LEL,=/&E[-5,- & =[-5-

Bemaak, at vi her skal tage foreningen af de to dell@sningsmaangder,

idet vi delte op efter, om x + 4 var positiv, eller x +4 var negativ.

Andengradsuligheder |gses ved at lgse den tilsvarende andengradsligning og
derefter lave en figurbetragtning:

Eksempel
Los: 2x2 +4x-6£0

Svar: Vi lgser farst den tilsvarende andengradsligning:
G=R
2x? +4x- 6£0
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42,42 40 X-6) -4+/64
20 4

il

X =1

1-3
Betragt nu parablen med ligningen

y=2x%+4x- 6

Denne parabel vender benene opad, idet andengradskoefficienten 2 er
positiv. Endvidere skazrer den x-aksen i punkterne (1,0) og (-3,0).
Parablen er da pisket til kun at ligge over x-aksen udenfor rgdderne,
advs. lgsningsmaangden til uligheden er

L=]-¥,-3E[1,¥[.

Ved lagsning af uligheder har man ofte brug for den sdkaldte fortegnsregel, der kan
betragtes som en udvidel se af nulreglen:

“ab>0" U “@>0Ub>0) U(a<0 U b<0)”
“ab<0” U “@>0Ub<0) U(a<0Ub>0)"

Formuleret i ord:
Hvis produktet af to starrelser er positivt, sd er enten begge de to sterrel ser
positive, eller begge de to starrel ser negative.
Hvis produktet af to starrelser er negativt, sa er én af starrelserne positiv, og
den anden negativ.

Eksempel
Leos. (6+2x)>(x-4)>0

Svar: G=R
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Vi bruger fortegnsreglen:
(6+2x)(x- 4)>0

g \ :
(6+2x>0U x-4>0) U (6+2x<0 U x-4<0)
g \ :
(2x>-6 U x>4) U (2x<-6 U x<4)
g \ :
(x>-3 U x>4) u (x<-3 U x<4)
g
X>4 U X<-3
Dvs.

L=]-¥,- JE]4,¥

Denne metode kan naturligvis ogsa benyttes, nar der er tre eller flere faktorer -
men man maregne med, at det bliver rimeligt kompliceret i dissetilfadde.

Nar man skal lase uligheder indeholdende numerisk-tegn, sa skal man, ganske som
ved ligningerne, dele op efter indmadens fortegn.

Eksempel
Los: |x+8<6
Sva: G=R.
Vi deler op efter indmadens fortegn. Der bliver to tilfadde:
G, =[-8,¥| (her er indmaden x +82 0).
x+§<6
g
X+8<6
g
X<-2
Dvs.

L,=[-8,- 9

G,=]-¥,-§  (hererindmaden x+8<0)
x+8<6

-(x+8)<6
-X-8<6

-x<14

= - —
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Xx>-14
Dvs.

L, =]-14,- 4
” L=L,EL,=[-8,-dE]-14,-4=]-14,- .

Los: 4<|x- 2£8

Svar: G=R
Igen deles der op efter indmadens fortegn:

G, =[2,¥| (her er indmaden x - 23 0)
4<|x- 2£8
0
4<x-2£8
0
4<x-2 U x-2£8
0
X>6 U x£10
Dvs.
L, =]6,10]
G,=|-¥,7 (her er indmaden x - 2 < 0)
4<|x- 2£8
0
4<-(x-2)£8
0
4<-x+2 U -X+2£8
0
X<-2 U X3 -6
Dvs.
L, =[-6,- 2]
0g

L=L,E L, =[-6,- 2[E]6,10)

Opgaver

51 Les
a 3x- 1£4- 3x b) 6Xx+2<4x- 4
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C) 5x- 6<-1 d) Ix+33 3x-1
L gs dobbeltulighederne

a X-1<2x- 3<5- X b) 2X- 3<2x+3<5- X

5.3

5.4

5.5

C) 2X- 3>2x- 4>2x-5 d) 3X+3<3x+2<2x+4
e) 2x- 3<2(x- ) E2x+1 f) X+1£5<2x-1
Los ulighederne
4x- 6
<0 b 4x- 6)(3x- 3 <0
I ) (4x- 6)(3x- 3
0 2x(x- 2(x+3)2 0 d) %EO
& (x+D(x- 4) £0 ) X- 4
X X(X+1)
9 4x+1<1 ) 3x- 6 3
3x-4 5X - 8
L #s andengradsulighederne
a  3x?+4x-7<0 b) -2x?>+8x-830
c) x?+3x+5>0 d  -3x?+4x-10<0
Los ulighederne
a  [2x+1>5x+1 b) [3-4>2x-4
) [Bx- gE£x-2 d 5 x<[|2q- 2
e  2<|x- 4]<3 fy  [Bx+4/+8x-1>0
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7.6 Fortegnsundersggelser

Man kommer ofte ud for at skulle lgse en ulighed af typen f(x) >0 (eller
f (X) <0), hvor f er en kontinuert funktion. Ja, faktisk er naesten alle uligheder af
denne type, idet man jo bare kan omskrive uligheden ved at flytte ale led over pa
venstre side, f.eks.

x2+2>4 U x%2-2>0

Lasningen af sadanne uligheder haanger sammen med et andet problem, som man
ofte kommer ud for indenfor matematikken, fortegnsundersggel ser for en funktion:
Man har en funktion f, og man er interesseret i, for hvilke vaadier af X
funktionsveadien f (X) er positiv, negativ eller nul. Men dette svarer jo netop til at

l@se ulighederne f (x) >0, f (x) <0 ogligningen f (x) =0.

Hvis funktionen f er kontinuert, sa kan nedenstdende metode bruges:

Eksempel
Vi skal undersgge fortegnene for funktionen
f(x)=x*-3x3- 2x2+12x- 8
Farst og fremmest bemagker vi, a det er en kontinuert funktion - det er
nemlig et fjerdegradspolynomium, og alle polynomier er kontinuerte.

Herefter lgser vi ligningen f(x)=0. Man siger ogs3, at vi finder
nulpunkterne for f. Vi springer detaljerne over, men p/g-metoden og
polynomiers division viser, at f har nulpunkterne -2, 1 og 2 (2 er endda en
dobbeltrod).

Vi bemagker nu, at idet f er kontinuert, s3 kan f kun skifte fortegn i
nulpunkterne. Derfor har funktionen f samme fortegn i hele intervallet
]-2,4]. Vil vi vide, hvilket fortegn dette er, 3 kan vi bare tage et tilfaddigt

punkt fradette interval, f.eks. 0, og udregne funktionsvaardien
f(0)=-8.
Dette er et negativt tal, SAf er negativ i intervallet ] 2 :I{ .

Normalt ger man det, at man laver en fortegnslinie. Dette er en tallinie,
hvorpa man indsadter de tidligere fundne nulpunkter, og derefter angiver
fortegnene for f i intervallerne mellem nulpunkterne:

X -2 1 2

f++ 0 - 0 ++ 0 ++
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De udregnede funktionsvaadier var

f(-3)=100>0
f(0)=-8<0
f@)=%1>0
f(3)=10>0

Idet f er kontinuert kan vi altsa konkludere, at
f erpositiviintervallerne |- ¥ , - 2[, |1, og]2,¥]
f er negativ i intervallet ] 2 ][
f er nul i punkterne-2, 1, og 2.

Til leeserens orientering har vi skitseret grafen for f nedenunder:

Y

z0

-z - -1 /1 z 3

Regnede opgaver
Opgave: Lav en fortegnsundersggel se for funktionen f, givet ved

f(x)=e*- 3" +2

Svar: For det farste ser man, at funktionen er kontinuert, idet den helt klart
er differentiabel.

Neeste trin er at finde nulpunkter for f. Vi har at gere med en
maskeret andengraddigning med grundmaangden G = R:

f(x)=0
e™-3e*+2=0
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«_3%4(-92- 402 _3x1 i1
2 2 42
g
e*=1 U ¢ =2
g
e*=In)=0 U e =In2)
L={0,In2}
Herefter laves fortegnslinien:
X OI Ir|12
| |
f ++ 0 -- 0 ++

hvor de udregnede funktionsvaerdier er
f(-1)»10317>0
f (05) » - 0,2270<0
f (1) »1,2342>0

f er positiv i intervallerne]-¥ q og ]In2,¥[
f er negativ i intervallet ]O,Inz[
f er nul i punkterne 0 og In2.

Opgave: Lav en fortegnsundersggel se for funktionen g med forskriften

) i X+3 ,x<2

X) =i

9012 16,x3 2

Svar: Funktionen er kontinuert undtageni x =2.

Dette er et problem, idet funktionens graf s kan springe fra de
positive til de negative vaadier uden at krydse x-aksen. Funktionen
kan altsa skifte fortegn uden at der er et nulpunkt!

Dette problem kan dog |@ses ganske let, idet vi bare tager 2 med pa

fortegnslinien.
Nulpunkterne findes - og her skal vi passe lidt pd med
grundmaangderne:
G =|-¥,7 G, =[2,¥]
g(x)=0 g(x)=0

38



Xx+3=0 x?-16=0
0 0 ,
X=-3 x=4 U x=-4
L ={-3 L,={4 (OBS: -4i G,)

Nulpunkterne er atsa-3 og 4.

Fortegndinien laves, hvor vi husker at medtage 2 - den stiplede
lodrette streg ved tallet 2 angiver, at der her er tale om et
diskontinuitetspunkt. Minus et angiver, at

g(2)=2%-16=-12<0

X

-3
|
I
0

I
g +++ ;. —— 0 +++

De udregnede funktionsveaadier var
g(-4) =-1<0
g(0)=3>0
g3 =-7<0
99 =9>0

Ergo,
g er positiv i intervallerne]- 3, 2[ og ]4 ,¥[

g er negativ i intervallerne]-¥ - q og [2 4{
g er nul i punkterne-3 og 4.

Grafen for g er vist pa naeste side:
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6.1

-10

-15

Opgaver

Undersag nedenstaende funktioner mht. fortegn:

a)

f(x)=3x%+x*- 3
f(X)=9%-4xX3+3
f(x)=(2- X)(x?-9)
f (x) =~/2x? - 18
f(x) =(INX)2- 9
f(x) = In(x2 - 16)
f(x)=x%- 2x+1

(vink: 9% =(3%)?)
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7.7 Asymptoter
Tiden er nu endeligt indetil at forklare, hvad en asymptote er for noget:

Lad os betragte grafen for funktionen

2
f(X)=X +X+3

x-1
Sadan ser grafen ud:
30
20

10

=0

—Z0

=z0

Og s&dan ser grafen ud, hvis man sletter de to koordinatakser.
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Hvis man formindsker grafen med en faktor 10, sa far man felgende:

yi
100
Lo
X
-100 -L0 Lo 100
-1
-100

Og detter man akserne, safar man:




| en endnu kraftigere formindskelse er grafen:

&
o000 b

Loo

-loaa t=1uli] Loo 1000

-Loo

=1l000

0g uden koordinatakser:

Det ses, at formindsker man grafen tilpas meget, sd kommer den til at besta af to
rette linier. Man kan vise, at disse to linier har ligningerne:

y=x+2 og x=1

Den farste linie er et eksempel pa en skrd asymptote, mens den anden er en
lodret asymptote.
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7.8 Vandrette og skra asymptoter

Vandrette og skra asymptoter optraader, ndr grafen for en funktion f neamer g en vandret
dler skralinie uenddigt langt ude, dvs. nér x bliver uenddigt stor dler uenddigt lille. Vi skal
praecisere dette og give nogle regler for, hvordan man kan finde eventuelle asymptoter, men
farst ska vi snakke lidt om grassevaadier:

Eksempel
Betragt funktionerne:
fo=2 g0)=], 2,70
X 11+ x °,x>5
h(x) =¢e”

Hvordan opferer disse funktioner sig, nér x garimod ¥ dlerimod - ¥ ?

Nar x bliver meget stor (dvs. ndr x gér imod ¥ ), sabliver neevnereni f meget stor,
og brgken negmer sig 0. Det samme sker, n& x g&rimod - ¥ Vi skriver dette

som graasevagdier:
imf(x)=lim==0 og lim f(x)= lim==0
® ¥ X®¥ X ® - ¥ X®-¥ X

N&r x g& imod ¥ , savil g(x) gaimod 1 (leddet ™2 vil nemlig g&imod 0, og kun
1-talet vil blivetilbage). Nar x g& imod - ¥ , sdvil g(X) gdimod 2, idet g jo er en
kongtant funktion for store, negative tdl.

limg(x)=1 ! ' =

X®¥g( ) g limg(x)=2
N&r x g& imod ¥ , sivil sarrdsen €* ogsa blive uenddigt stor. N&r x g& imod
- ¥ Svil €* g&imod 0. Vi skriver dette som:

limh(x)= lime*=0 og lim
x® - ¥ X® - ¥ x® ¥ X

Definition 11 (LS)

a) Grafenfor funktionen f har den vandr ette asymptote med ligningen
X=a, hvis

)I(<|®n¥1 f(x)=a dler

lim f(x)=a

b) Grafen for funktionen f har den skra asymptote med ligningen
y =ax+b, hvis
i = + = dler
lim(f (x)- (ax+b)) =0

Aim (f (x) - (ax+Db)) =0




Underligt nok siger man, at der er gr afen for funktionen, som har asymptoterne, ikke
funktionen sev.

Definitionen fra den skré asymptote ser lidt underlig ud; men det betyder blot, at afstanden

mdlem grafen for f og linien med ligningen: y = ax+ b bliver mindre og naamer sig 0, n&r x
bliver tilpas stor.

Eksempel
Betragt de 3 funktioner frafer. Vi ser, a

Grafen for f har en vandret asymptote med ligningen y = 0.

Grafen for g har to vandrette asymptoter med ligningerne:
y=logy=2

Grafen for h har en vandret asymptote med ligningen y = 0.

Eksempel
Betragt funktionen f fra Sdste sektion med forskriften:
24 x+
f(x) = X+ Xx+3
x-1

Her blev det pastéet, at denne funktions graf havde en skré asymptote med
ligningen: y = X+ 2. Vi kan nu bevise dette:
Udferesdivisonen X2 +x+3 : x- 1, Afésdivisondigningen:

x> +X+3=(x+2)xx- 1)+5
Dette betyder:

2+ X+ + -+
F(x)= X<+ X 3: (x+2)(x- 1 5:x+2+ 5 |
x-1 x-1 x-1

Vi kan nu beregne gramsevaadien:

lci@rg(f (X)- (x+2) = lg@(x+2+%l- (x+2)) =

Tilsvarende beregninger kan gennemfares for gramsevagdien, hvor X ® - ¥ |

Bemaak, at grafen for en givet funktion kun kan have 2 vandrette eler skra asymptoter - en
i hver sde. Disse kan godt vage ens.

For rationae funktioner er det nemt at bestemme asymptoterne:
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Sagning 12 (LS

Lad f vage en rationd funktion
q(x)
hvor p og g er polynomierne
p(x) =a x"+a, x" 1+ . +a,x® +ax+a,
a(x) =b, x™+b_ X"+, .+b,x? +bx + Db,
med:
n=grad(f) og m=grad(Q)

a) Hvis N < m, sdhar grafen for f den vandrette asymptote

y=0
b) Hvis n = m, sd har grafen for f den vandrette asymptote
8
T

m

C) Hvis n = m+1, sd har grafen for f en skrdasymptote, hvisligning
kan findes vha. polynomiers divison.

d) Hvis n <m+ 1 sAhar grafen for f ingen vandrette dler skra
asymptoter.

Bevis:

a) Vi forkorter den rationale funktion med naa/nerens sterste potens X :

a X" +a, X" +a,x? +ax+a,

b X™+h, X .+, X2+ by x+hy

anXn- m 4 an_1)(n-1- m_|_m_|_a2 X2- my alXl— my aox‘ m
By, + b, 1 X T X2 ™+ by ™ +bpx ™

f(x) =

Idet vi har antaget, at N < m, SAer dle eksponenterne ovenfor i braken negative.
Nar x g&r imod ¥ dler - ¥ , sAvil dleleddene ovenfor derfor gdimod O panaa

kongtantleddet b, i neavneren. Vi har derfor

0+0+..40+0+0 _
b +0+.+0+0+0

lim f (x) =
x® ¥

Det beviser, at grafen for f har den vandrette asymptote y = 0.
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b)

d)

Nuer N=m, sAlaver vi det samme regnestykke som ovenfor:

X" + 8 X" . Aa X HaX+ay _
by X™ + by, (X ™ 0,2 + by x + by
a,+a, X .+ ,xt " +axt "+ax "

b, +b, X T+ +,xZ "+ xT " +byx "

F()=

(Der skrives konsekvent n i stedet for m!)

Nar x g&r imod ¥ dler - ¥ , sAvil dleledi brgken gaimod O panaer deto
konstantled a, og b, . Vi fér derfor

+0+...+0+0+
lim f (x) = 2 10*10*0%0 3,
x® ¥ b, +0+..+0+0+0 Db,

Det beviser, a grafen for f har den vandrette asymptote med ligningen 'y = %
n
Vi kan lave polynomiers divison & qopi p og fadivisondigningen
p(x) =k(x)>q(x) +r(x)
Idet grad(p) = grad(q) + 1 pr betingelsen i punkt ¢, sA gedder, at
grad(k) =1 og  grad(r) < grad(q)
Den skra asymptote for grafen for f vil dahaveligningen y = k() . Dette kan ses
ved at udfere divisonen:
f(x) = p(x) _ k(x):q(x)+r(x) _ = k(x) +X) r(x)
a(x) a(x) a(x)
Vi beregner gramsevaadien:

r

har tadlergrad
q(X)

mindre end neavnergrad, svarendettil tilfadde a) i dette bevis.

Den sdgte gramsevaadi er O, fordi den rationae funktion

| dette tilfadde vil divisonen give divisondigningen
p(x) =k(x)>q(x) +r(x)
hvor k er et polynomium af grad 2 dller hgjere,

Uanset hvilken underlig skralinie med ligningen y = S(X) man kan finde pd, s vil

f(x)- s(x)—% s(x) = k(x>+r((X; (%)
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gaimod uenddig, nér x gar imod uenddlig. Ganske vist vil leddet % gaimod O,
g(x
men K (X) - s(X) er et polynomium af grad sterre end 2, og vil derfor gaimod
uenddig. Linien med ligningen y = s(X) kan derfor ikke vagre en skra asymptote.
o]

Eksempel
Betragt funktionerne:

2 3
f(x) = 2X 2x° -1 2x° -1

009="5=  h(="5—

X2 +1

Ifage sadning 12 ser vi umidde bart
Grafen for f har den vandrette asymptote y = 0.
Grafen for g har den vandrette asymptote y = 2.
Grafen for h har den skrd asymptote y = 2X

(divisondigningen er 2x3 - 1= 2x(x% +1) + (- 2x- 1)).
Sammenlign dette med graferne nedenfor:

Grafen for f:

lli

= -10 10 z0

Grafen for g og linien med ligningen y = 2:
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Grafen for h:

0.
-Z0 -10 10 z0
-0. 5
-1
4I:Illn
Z0
h
= -
-Z0 -10 10 z0
-Z0
-40
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8.1

8.2

8.3

Opgaver

Find de vandrette dller skrd asymptoter for graferne for fagende funktioner:

7 3x+8
a) f(X)=——= b) g(x) =—
X+3 X
2 2
o h(x):4X . 6x+8 " i(x)=X +2x+1
X< + 3X X-6
. 3x°- 2x3- 8x+3 x3 +3x+2
e X) = k(X)) =——M—
) j(x) 13,3 f) (x) 8
Ix+2-3x2,x<-5
1(X) = § h m(x) =1+2+/x
9 1= s P M
) 12xXx+3,-2£x<4
i) n(x) ={
I

1 4x ,4£XE1L2

Giv e eksempd paen funktion, hvis graf har de vandrette asymptoter y = 2 og
y=-3.

Giv et eksempe pa en funktion, hvis graf har de to skrd asymptoter Yy = X og
y=-X.
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7.9 Lodrette asymptoter

Vi skd nu studere lodr ette asymptoter. Definitionen er som fager:

Definition 13 (LS)

Grafen for funktionen f har den lodrette asymptote med ligningen
X=a hvis

f(X)® ¥ for X® a.

Eksempel

$ v
z0

10

-10

-z0

Funktionen f; :

1
f.(X)=——,x1 2
1(0=—

med grafen vist ovenfor, har den lodrette asymptote med ligningen

X=2
Det kan ses ved, at né&r x negmer sig 2, s gér neavneren i forskriften for f, mod 0,
dtsdgéar f,imod uenddlig.

Funktionen f,:
X- 2
fa(x) =

, X1 2
X-2

med grafen vist pa neeste Side, har ingen lodrette asymptoter.
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H"

Ganskevigt er X = 2 enrod i neameren for f,, men det er den ogsii

tadleren, og faktisk kan vi skrive

fz(x):%ﬂ,xl 2

"Iy

L 3

Endelig betragter vi grafen for funktionen

_(x-22 |
f3(x)—ﬁ,x 2

Igen er der ingen lodrette asymptoter, idet

_ 2
fs(x):u

=X-2, X12.
X- 2
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Disse tre funktioner illustrerer nydeigt fagende ssaning:

Saetning 14 (LS)

Ladf vazeen rationd funktion med
q(x)

Lad a vaaeenrod i nea/neren q. Sa gadder:
Grafen for f har den lodrette asymptote med ligningen
X=a

hvis og kun hvismultipliciteten & a somrodi q er sterre end
multipliciteten a a somrod i p.

Bevis:
Lad m vage multipliciteten & a somrod i p, og lad n vage multipliciteten & a som
rodi g. Det kan godt vage, at m= 0, hvilket bare betyder, at aikkeer rod i
tadleren p.
Vi kan nu faktorisere polynomierne p og g som
P(x)=(x-a)"xpy(x) og  q(x)=(x-a)">q,(x)
sadan at aikkeer rod i hverken p, dler ;.
Derfor gadder der
_ m
f(X) = p(X) — (X a)n p_l_(x) — (X' a)m-n pl(X)
a(x)  (x- a)"gy(x) 0 (X)
P(X) o Pi(3)

gh(x) qa)
e rod i tadleren dler neevneren.

N&r x ® a, savil faktoren , som bare er et tal, idet a jo hverken

Til gengadd kan der sketing og sager med faktoren (x- a)™ ", n& X ® a. Der
er to muligheder:

1) (x-a)""® ¥ for x® a

2) (x-a)""® ettal for x® a

1) optraader, ndr m < n, mens 2) sker, nar m3 n.

53



| tilfadde 1 ser vi, a grafen for f far den lodrette asymptote med ligningen X =a,
menstilfadde 2 ikke giver nogen asymptote.
o]

Eksempel
Betragt funktionen f med forskriften

2
X“+X-2

f(x)=

() x3-2x2- x+2

Ved hjadp af p/g-metoden kan man hurtigt se, at nea/neren har de tre enkelt radder
1, 2 0g -1, menstadleren har de to enkeltradder 1 og - 2.

Roden 1 giver derfor ingen lodret asymptote, mens de to andre redder giver
asymptoterne:

X=2 og x=-1

Det er ikke kun rationale funktioner, der har lodrette asymptoter:

Eksempel
Betragt funktionen
g(x) =Inx
Den har grafen vist nedenfor:
le

=
ra
o)
e
o

Som man kan se (og efterkontrollere pa sin lommeregner), s gedder der:
InNX® -¥ for x® 0

Grafen har derfor den lodrette asymptote med ligningen X =0
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9.1

9.2

9.3

94

9.5

Opgaver

Find samtlige lodrette asymptoter for funktionernei opgave 8.1.

Find samtlige asymptoter for funktionen f med forskriften
i In(x-2) ,x>2
f(x) =1 4 X=2
L(x- 22/(x- 2),x<2

Find en funktion, hvis graf har asymptoterne med ligningerne
Xx=2,x=4,y=0,y=2X

En gd videnskabsmand pasté&r at have opdaget en funktion med asymptoterne
X=4,x=-3,y=2X,y=X,Xx=5,y=-5

Har han ret?

N& man ska lave fortegnsundersagelser for rationae funktioner, sa sk man passe
pa, idet fortegnet kan skiftei punkter, hvori der er en lodret asymptote.

Man kan dog undga dette problem ved, ganske som ved diskontuinetspunkter, at
medtage “asymptotepunkterne” blandt nulpunkterne.

Undersag nedenstdende funktioner for fortegn og asymptoter:

2- X 2- X
f(x) = b f(x) =
3 F=5 ) ==
2 4 3 2
X°-2x+1 XT-3x"-2Xx°+12x- 8
c) f(X)=——7— d) f(x)= 5
x-1 X% - 4
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Appendix A
Bevis for p/g-metoden

Vi kommer nu med det lange ventede bevis for p/g-metoden. Men farst mavi indfere nogle
begreber:

Definition A1

Tohdetd p og q er indbyrdes primiske, hvisp og g ikke har
nogen fadles divisor ud over -1 og 1

Eksempel
Tdlene 24 og 17 er indbyrdes primiske:
Divisorernei 24 er +1, +2, +3, +4, £6, £8, £12 0g +24
Divisorernei 17 er £1 0g £17.
Defadles divisorer er kun 1.

Tdlene 24 og 28 er ikke indbyrdes primiske:
Divisorernei 24 er 1, +2, +3, +4, £6, £8, £12 0g +24
Divisorernei 28 er +1, +2, 4, 7, +14 og +28.
Defadlesdivisorer er +1, +2 og +4.

Definition A2

En brak Ep kaldes uforkortelig, hvistadleren p og nea/neren g er
indbyrdes primiske.

Der gadder fdgende ssening om indbyrdes primiske tdl. Det er ikke svaat at bevise denne
saning, men vi udelader dligevd bevisat.

Satning A3
Ladp, gogr vage hdetd, sdedes at
a) p og q er indbyrdes primiske
b) p gar op i produktet gr.
Savil
poaopir.
Og nu til bevisat for p/g-metoden:
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Saetning A4 (11)
Lad f (x) =a,x"+a, X" !+..+a,x* +a,x+a, vazeet
polynomium med heltallige koefficienter.
Hvis den uforkortelige brgk Ep errodi f, Savil
pgaopi a, og
qoaopi a,

Bevis:
Vi antager, at den uforkortelige brek Ep errodi f.
Vi ské bevise, a p gér opi a, og at q gér opi a,.

Vi indsaetterap i forskriften for f og f&

n n-1 2
P p P P _
an_n+an_lﬁ+...+a2_2+al_+ao—0

g

an pn _|_an_1pn-1q_|_m_|_a2 pzqn-z +a1pqn-1 +aoqn =0

For a vise, a p g&r opi a,, omrokerer vi ligningen til
a, pn _|_an_1pn-1q_|_m_'_a2 pzqn-z + a:qun-l - aoqn
g
p(a,p™* +a, ;p"2q+...+a,pq™  +a,q" ) = - aq"

Det ses, at p gé& op i ligningenshgjreside dvs i - a,q". p kan af gode grundeikke
gaopi faktoren ", idet p og q er indbyrdes primiske. Saaning A3 fortadler da, a
pgéropi a,.

For at vise, at q g&r opi a,,, foretager vi lignende omrokeringer:
a‘n_lpn-lq_'_m_f_a2 pzqn-z +a1pqn-1 +aoqn =-a, pn
g

A(a, ,p" "+ +8,p*q"* +a,pq" ? +a,q™ *) = - a,p"

Det ses, at q g& opi - a,p", og dap og g er indbyrdes primiske, s er g pisket il
agaopi a,.
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1.1
1.2

2.1:

2.2:

2.3

2.4:
3.2

3.3

3.4

3.5

41:

4.2:

4.3:

Facitliste:
SFFFS S,SFFS SFFF
a) {2,4,6,8,19} b) {2,3,5,7} c) {6}

a) {-25} i dletilfedde b) {-2,2} i dletilfaddec)

d) 2.2.2 e 9,9,9
a) -3,-4 b) -1 0)
e 2-2 ) 3,-3 9
i) -4, -3 i) 2 k)
a) -5,1 by 2-2 0)
d) -55 €) 1009 3,6 f)
a) 2, -4 by 2 C)

8  3,44,40

b  x*+6x3- 11x% +48x- 116
- x* - 4x3+20x2 - 30x- 15
3x* +15x° +12x% - 60x - 96

x’ - 23x% +205x° - 881x* +1774x3 - 932x? - 1800x + 2016

x® +10x" +33x% - 256x* - 452x3 +119%? +1180x + 1099

dJd e {39 f)g
{-5.5 2.0
f) R\{0}, Q\0}, Z2Y{0}
¥3,-35 n 16
+2 +3 ) 0, In2
0,6
ingen lesninger
5 d) ingen lesninger

a) X-4 -6

b  x-12 51

0  x?+3x%-5x-2 3

d)  x°+6x7+14x3 +49x +148x+ 444 1330

D) 6. 7x5 +15x* - 30x3+37x% - 73x+143 - 287

f) X2 +x+1 2

a X+6 14x- 2

b)  2x®+5x-7 0

o  2x3+x%+7 4% +3

d  x?-8x+3 3x?-8x- 5

6§  x?+3x+8 24x3 - 11x? - 23x+1
I S

O S T 48

d  x*+2x-1 7x- 3

e -Ix*+Ix- 18 - 14

a) 1,2,3 4 b) -1,2,3,1 0 6,4,2 d) 5
e 0,-1,1,11 -1,-22 ¢ 1,31 h o -1%Z,1
) 333

a) 3,2 by -1,-21 0) -1,-2,2 d) 1,1,2,3
€) 1,1

a  2(x- 2)(x- 3)(x*+x+1) b)  (x+1)(x+2)(x- 1)
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5.1:
5.2

5.3

5.4:
5.5:

6.1

8.1

9.1:

9.2

9.4:
9.5:

0 (X+D(x+2)(x-2) d  (x- D*(x- 2)?
e (X*+1)(x- 1?2

d %8 v J¥.-94 o J¥.-1 o ]¥.2
9 |24 ) |¥.4 9 o
d o & R H o
a |-¥JEJ15,¥ b |¥AEJ15,¥ o [-30E[2¥

d) _]-¥,-_J]E[o,4[ e |-¥.-1E]o4] f) |-¥-1TE]04]

9 |54 0 Jeq
a) - %,1: b {2 0 @ d R
a) -¥,§ b) ]¥§[ 9 {2
9 |7 o [2dE]67 H R
L | = R PRYC AR
nul i O, '312‘/E
b) posi |- ¥, ,|L¥] negi]0,1] nuli0og 1
o posi]-¥-d,]29 regi -3 ,]3¥[ ndi-3,32
d) posi |- ¥,-9,]3¥[ ddrigneg nui3-3
) posi]O,e'3’ ,]e3,¥’ negi ]e‘3,e3[ ndie3, e
f posi]-¥,-Jﬁ[ ]Jﬁ¥[ negi ] JEA[ ,]4,Jﬁ[ ndi -7 , V17
o) posi |- ¥.1,]1¥| ddrig neg nul i 1
a) y=0 b) y=0 c) y=4
d) y=x+8 €) y=3x-9 ) ingen
9 y=x+2,y=3 h ingen i) y=2x+3,y=4x
a) x=-3 b) x=0 C) Xx=0,x=-3
d) X=6 €) x=0,x=-3f) x=8
9 ingen h) ingen ) ingen
y=Xx-2 X=2
Ngj. der er 3 vandrette/skra asymptoter, og der ma kun vaae to.

a posi]-¥-9,]-23 reg.i |-3-4,]3¥[ ndi-2
y=0 x=3 Xx=-3
b)  posi|-¥0[,]02 negi |2,¥[ nul i 2
y=0 x=0
0) posi |- ¥, ,]L¥[ ddrigneg. dler nu y=x-1
d  posi]-¥,-2,]-20,]2.¥] regi [12 nul i 2
ingen asymptoter
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Kapiteloversigt
Polynomier
f(x)=a,x"+a, x"1+..+a,x*+a,x+a, Poynomium
aerodif U f(a)=0
aerodif U f(x) =(x-a)k(x) Divisionen gé&r op!

Ep errodi f, f har kun hdtdlige koefficienter P
pog&ropiayogqgaropia,

Et polynomium af grad n har hgjst n radder.
aeenmutipdrodifu f(a)="f«(a)=0

Asymptoter:
n n-1 2
ax"+a, X"+ ta Xt +a X+a,

Denrationde funktion f (X) = T 5 har
b x™+b,, X +...+b,x* + b X+ by
asymptoterne:
y =0, hvism>n
a
y=—"1, hvism=n
bm
y=ax+b, hisn=m+1 (brug polynomiers divison for
a finde ligningen)
X=a, hvisa er rod i neevneren, og her har starre

multiplicitet end som rod i tadleren
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