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5.1 Kurver: Parameterfremstilling og ligning

Inspirationen til studiet af kurver kommer oprinddigt fra fysikken. Her betragter man
fdgende problemdtilling: En partikel P bevaager Sig pa en dler anden kompliceret made.
Hvordan kan denne bevaage se beskrives (og andyseres) ?

En matematisk beskrivelse af denne
bevaagel se kan opnés ved at
observere, a partiklen til ethvert
tidspunkt t befinder Sgi et punkt B .

®
Vi kan dabetragte stedvektoren OP,
til dette punkt.

Denne stedvektor er et eksempel pa en vektorfunktion, som ganske smpelt er en funktion
fra (en ddmaeangde &) deredletd til maangden af vektorer. (Normat ngies vi med at kigge
pa plane kurver, hvilket betyder, at vores vektorfunktion antager veardier i maangden &f
vektorer i planen).

Vi har dtsd en vektorfunktion F(t), hvor variablen t er tiden, og partiklens bevasgel se kan
beskrives ved ligningen

®
OR =T(t)
Vi gger, a vi har en parameterfremstilling for partiklens banekurve.

Eksempel

o -
Betragt vektorfunktionen 1y (t) = &B , t1 R. Dette er parameter-fremdillingen for

a0
en linie gennem punktet (0;0) og med retningsvektoren 81% Faktisk har dennelinie
ligningen y = X.
Men denne linie kan ogsa beskrives som banekurven for vektorfunktionen

*®30 .
Lht)=¢c ,~,tI R
2 gﬁﬂ

idet ethvert punkt, som ligger palinien med ligningen y = X, ma have koordinaterne
(X,X), og dette punkt har stedvektoren

0B S

= 3+~
o G



Derimod beskriver parameterfremdtillingen
20
I (t) = =
W&y

kun den ddl &f linien med ligningen y = X, som har ikke-negetive x-koordinater.

Ovengtdende eksempd viser, at det er muligt a eliminere parametereni en
parameterfremdtilling, og herved at finde en ligning for kurven.

Eksempel

Lad f vaare en ganske dmindelig funktion. Grafen for f er kurven med ligningen
y = f (X). Denne kurve har parameterfremdtillingen

et o

"O=¢t vp

Eksempel

Kurven med parameterfremdtillingen
aeosto
&sinto

r(t) =

er den velkendte enhedscirkel. For at bevise dette, beviser vi, at
koordinatfunktionerne Xx(t) = cost og y(t) = sint opfylder cirklensligning:
X2 +y2=1

Dette ses let ved indsadtel se og anvendelse &f idiotformlen:



x* +y? =cos’t+sin’t =1
Generdt gedder, a kurven med parameterfremstillingen

o + I COSto
8y0 +rsintg

r(t) =

fremdtiller cirklen med centrum (X, Yo) og radiusr. Dette kan vises ved
indsdtdsei cirklensligning

(X- %) +(y- Vo) =17

Eksempel

Dennefigur kades Descartes blad. Den har parameterfremdtillingen

et o
= Qts
r(t):(?t

+1;
,

3+19

Man kan vise, a denne kurve opfylder ligningen
x3+y3- xy=0.

Eksempel



Figuren ovenfor er en trebladet rose. Den har parameterfremdtillingen

ae0s(3t) costo

r(t)= gcos(3t)sint7a’

0£t<2p

Eksempel

Archimedes spiral er kurven med parameterfremstillingen

aecostc_s

r(t)= =,
(® gtsintz



Eksempel

Den 'fiskeformede kurvertil
venstre har
parameterfremdtillingen

~ a?- 30
F(t) = ks
® gt3-4tﬂ

Her er punktet (1;0) er
sékaldt dobbeltpunkt - der
er nemligto
parametervaadier (2 0g -2)
som giver dette punkt pa
kurven.

Sédanne multiple punkter er hyppigt forekommende - f.eks. indeholder den trebladede
rosefrafer et tripel punkt.

Opgaver

1.1  Hvilkea fagende kurver har dobbetpunkter (eler multiple punkter): Enhedscirklen,
Descartes blad, den trebladede rose og Archimedes spira? Angiv i hvert tilfadde
de multiple punkter.

1.2  Tegn den kurve, som er givet ved parameterfremdtillingen:

O _ee t+2 0
&yg &2 - 3x+50

Bemagk, at kurven er en parabel, og diminér parameterent.

1.3  Hvilken type kurver fremkommer ud fra parameterfremdtillingen

a0 adcoy(2t) - 60
Syﬂ 855m(2t)+7z

Opskriv en ligning for denne kurve.

1.4  Tegn kurven givet ved parameterfremdtillingen

X0 % —t0
&yo et?-

Kurven har et dobbeltpunkt; bestem dette.



5.2 Hastighed, acceleration og tangenter

Igen kommer ingpirationen fra fysikken. Indenfor kinematikken, som er sudiet af en
partikels bevaaye se, opererer man med forskellige begreber: Sedfunktion, hastighed og
acceleration. Det ampleste tilfadde indenfor kinematikken er det retlinede tilfadde, hvor vor
partikels banekurve er en (del af en) ret linie:

Partiklens bevaagel se kan nu beskrives ved hjadp af stedfunktionen s(t) , som il tiden t
angiver partiklens pogtion.

Hastigheden er defineret som v(t) = s((t) , og idet

h

v(t) = sqt) = Iirrg Dt® 0 Dt

h®

fortolkes hastigheden som aandringen i pogition pr. tidsenhed.

Tilsvarende defineres accelerationen som a(t) = v((t) = s«(t) , og igen fortolkes denne
som andringen i hastighed pr. tidsenhed.

Endelig definerer man farten som |v(t)|.

Diseting overfares negmest uden videretil detilfadde, hvor partiklen bevasger Sgi to dler
tre dimensioner; men idet vi er matematikere og ikke fysikere, saskd vi farst lige sikre os, &
vi kan gennemfare dette program. Vi ngies med at behandle det todimensionde tilfadde.

Definition 1

a Vektorfunktionen 1 (t) kaldes kontinuert i intervalet I, hvis begge
koordinatfuktionerne er kontinuertei 1,

b) Vektorfunktionen 1 (t) er differentiabel i intervalet I, hvis begge
koordinatfunktionerne er differentigblei I.

C) Vektorfunktionen 1 (t) er to gange differentiabel i intervalet |,
hvis begge koordinatfunktionerne er to gange differentigblei I.

Som ved de redlle funktioner har vi, at to gange differentiable vektorfunktioner er
differentiable, og at differentiable vektorfunktioner er kontinuerte.



Definition 2 (LS)
(t)o

25 (1)
8 Ladf(t)= &1 = vege en differentiabd vektorfunktion.
2
Hastighedsfunktionen 1 ((t) defineres som vektor-funktionen
agt)o
i )+, og farten defineres som |F €t)| .

grzd(t )2

. a ()0 . . .
b) Lad F(t) = 8 — vage en to gange differentiabel vektorfunktion.
ro(t)o
Accelerationsfunktionen T @(t) defineres som vektorfunktionen

3351“(1)9
& ft)o

Eksempel
Et af de klassiske eksempler indenfor kinematikken er jaavn cirkelbevasgel se. En
partikel bevagger g i en cirkd med radius a og centrum i (0;0). Bevaelsen er
jaavn, dvs. vinkel hastigheden w , som er anta gennemlgbne radianer pr. sekund,
er konstant. Omlgbstiden, som er den tid, det tager for partiklen at |@be cirkelbanen
igennem én gang, er givet ved
-2
w
idet der er 2p radianer paen cirkelomgang.
Selve bevaage sen kan beskrives ved stedfunktionen
aacos(Wwt)o
&as n(wt) @

og Vi finder umidde bart

r(t)=

Lo e awsin(vvt)('_j__ A
r([(t)_gawcos(wt)fg_ wr(t)

2 I
ragy=¢ o, CNME L 2
e- aw“sin(wt)g

r(t)

Heraf kan sesforskdlige interessante ting:



1) Hastighedsvektoren V(t) =1 ((t) stér dtid
vinkeret pa stedvektoren, og er en retningsvektor ®

for tangenten til banekurven. V(1)

2) Accelerationen er modsat rettet og proportional
med stedvektoren. Denne acceleration kades F(t)
centripetal-accel erationen.

Vi ska nu se pa den geometriske betydning af
hastighedsvektoren.

Saetning 3 (L S)

Lad F(t) vaeeen differentiabel vektorfunktion. Hvis T §t,) * O,
sa har kurven i punktet I'(ty) en tangent med retningsvektoren

F (o).

(Bemagk, at hvis T {{t,) = O sikan kurven bade have og ikke have en tangent - mere
herom senere).

Bevis:
Betragt figuren nedenfor:
B

%)

%

Her er punkterne A, B og C bestemt ved



® ® ®
OA=T(ty) , OB=r(tg+Dt) , OC =r(ty- Dt)
hvor Dt > 0 er enlille, postiv tilvekst i parameteren t.

Vi kan & figuren se, &
+DX) - 1(ty) Dt

® . _r(t
AB=r1(t, +Dt)- r(ty) = B

0g

F(to- DO Flto)
Dt

er retningsvektorer for halvsekanterne startendei A og géendeigennem Bog C.
Idet Dt > 0, er vektorerne

Ity +Dt)- T(ty) 0g r(to- Dt) - r(tp)
Dt Dt
ligeledes retningsvektorer for de to halvsekanter.

®
AC=T1(ty- Dt)- r(ty) =

Tagesgramsevaadien Dt ® O ses, at vi har de to halvtangenter med
retningsvektorerne ' (ty) og - ' (ty) . Idet disseikke er nul og modsat rettede,

danner de tilsammen en tangent med retningsvektoren 1 (1) .
6

Eksempel
Vi har kurven med parameterfremdtillingen

a0 8¢ 3t0
8yz ezt- 525

og Vil gerne bestemme en ligning for tangenten til kurveni punktet (4 ,3).
Farst og fremmest skal vi finde den t-vaardi, som giver punktet (4, 3). Dette gares
ved at |gse to ligninger med en ubekendt:

1t°-3t=40 . 1t*-3t-4=00 . 1t*- 3t- 4=00

(NG i

1 2t-5=3h {1 2=8 § 1 t=4 P

Idet t = 4 sesogsd at passe med den everste ligning, sa ligger punktet (4,3) faktisk
pakurven, og svarer til parametervagdien 4.

Herefter skd vi finde en parameterfremdtillingen for tangenten. Vi differentierer
vektorfunktionen

10



&xX® _adt- I
8y(b & 2 o
og sadter t = 4 for at finde tangentens retningsvektor
. a>4- 30 _ a0
& 2 5 &b
Da tangentegn gar gennem punktet (4,3) har tangenten atsa parameterfremtillingen
&0 Ao a0
+=¢c +~+lc ~+
8y;25 83@ 82{5

& 20
Endelig kan vi finde en ligning ved at bemeake, a tvagvektoren :8 5 Efaktisk

er en normavektor til tangenten:
-2(x-4)+5(y- 3 =0
- 0g dette er den enskede ligning.

Hvis I'(ty) = 0, sikan der ske falgende ting, som vi illustrerer med et par eksempler:

a) Kurven har en aimindelig tangent.

Til hgre er vist banekurven
for vektor-funktionen
. _aos(t?)0 03
(=g )8
esn(t’) g
Det ses, at F¢{0) =0, men
ikke desto mindre har
kurven en lodret tangent,
som vigt pafiguren, i punktet
(1,0).

b) Kurven har en spids.

11



21

Detteillugtreres & figuren il
hgjre - denneviser
parameterfremdillingen
%0
r(ty=c¢ =
&2

Kurven har her en spidsi
punktet (0;0) - dette
betyder, at deto
havtangenter er ens-rettede
og ikke modsat rettede som
ved den dmindelige
tangent.

Kurven har et knaek.

Til hgjre ses banekurven for
parameterfremdtillingen

6
r()= 8|t|§

| punktet (0,0) har den et knak pa
45° - dvs. a de to halvtangenter

her danner en vinkd pa45°.

0.8

0.8

0.4

0.2

Opgaver

-0.5 0.5 1

Bestem en ligning for tangenten til kurven med parameterfremdtillingen

0 _% t?-2t+6 0
Syo &°- 6t +3t- 1o

med raringspunkt i punktet svarende til parametervaadien 2.

12



22

2.3

24

25

Betragt kurven givet ved parameterfremdtillingen
X0 ge t? - 2t 9
gyﬂ ét3-t2- 2to

Bevis, at punktet (0,0) er et dobbeltpunkt.
Bestem den spidse vinkel mellem de to tangenter gennem dobbel tpunktet.

Betragt en kurve, givet ved vektorfunktionen f (t) . Betragt to punkter A og B p&
kurven, svarende til parameterveadierne t og t;. Man kan bevise, at langden af
kurven mdlem A og B er givet ved integraet

Brug dettetil at bevise, a omkredsen af en cirkel med radiusr er 2pr .

ae<o as cos(t)o

(Vink: Brug parameterfremdtillingen 8r sin(t) .

,ogsH ty =0, t; =2p).

Betragt kurven givet ved parameterfremdtillingen
X0 _ecet O
&y &io

Tegn denne kurve,
Bestem laangden af denne kurve.

1£t£4

Den logaritmiske spiral er kurven givet ved parameterfremdtillingen

X0 _ 8@ cos(t)0

8 >0
Yﬂ ee sm(t)fa

f(t)=
Her er a en positiv konstant.

a) Tegn den logaritmiske spirdl for @ = 3.
b) Bevis fdgende formel

f qt)=af (t) + f (1)

C) Bevis, at vinklen mellem stedvektoren og tangentvektoren er konstant for
dle punkter paspirden.

d) Hvilken anden kurve opfylder egenskabeni ¢ ?

13



5.3 Kurveundersggelser

| dette kapitdl vil vi vise, hvordan man laver den store, forkromede kurveundersagelse. Vi
betragter vektorfunktionen

asint o
r(t) = -, 0£t£E£2
() gsinzw P

og Vil undersage banekurven for fadgende:

a)
b)
c)
d)
€)

)

kurvens skeginger med x- og y-aksen,

tangenter paraldle med en af koordinatakserne,
dobbeltpunkter, og tangenter i dobbeltpunkterne
symmetri,

en ligning for kurven, og

aredlet indeduttet af kurven.

Vi starter med at skitsere kurven, svi ved, hvad der foregar:

Skearinger med koordinatakser ne

For at finde skaginger med koordinatakserne lgser vi ligningerne
y(t)=0 og x(t) =0
hvor x(t) = sin(t) og y(t) =sin(2t) er koordinafunktionerne. Vi far:

skaeringer med x-aksen:
yt)=0 U sn(2t)=0 U
2t=0U 2t=p U2t=2p U22=3p U 2t=4pU

t=oUt=P Ut=p Ut=2P Ut=2p
2 2

Indsadtes disse vaadier | parameterfremdtillingen, ser man, a kurven skegrer

x-akseni punkterne

14



(010) ) (110) 1(0’0) ) (_ 1’0) ’(O’O)
Man ser allerede her, at punktet (0,0) er et dobbeltpunkt.
Bemaak, a (0,0) egentligt ikke er et dobbeltpunkt - vi arbeder med

trigonometriske funktioner og ber derfor betragte parametervaadierne O og
2p somend

skeeringer med y-aksen:
xt)=0 U sint)=0 U t=0Ut=pUt=2p
Ved indsadtelse f& man igen punktet (0,0).

Kurven skegrer dtsa koordinatakserne i punkterne
(0,00 (LO (00 (-10) (00

Tangenter, som er parallelle med koordinatakser ne
Ved differentiation ses, at

~ secos(t) 6
rqt) :8 +
2 COS(2t) o
Vi legeser ligningerne
y((t) =2cos(2t) =0 og x{(t) = cos(t) =0
for a finde de parametervaadier, hvor tangenten er parale med henholdsvis x- og
med y-aksen. Vi udelader detaljerne; men det ses, at
fort=— ——7— er tangenten pardld med x-aksen.

og

for t ZE ogfort= 3?[3 er tangenten pardld med y-aksen

Indsadtes disse parametervaadier ses, at

i punkterne (g Q) (- %,1) , (- f -

D, (\/2E ,- 1) ertangenten
pardld med x-aksen

09
I punkterne (1,0) og (-1,0) er tangenten paralel med y-aksen

15



Dobbeltpunkter og tangenter heri.
Det sesfragrafen og fraundersagelsen i @), at punktet (0,0) er dobbeltpunkt, idet
dette punkt svarer til parametervaardierne 0 og p. Pagrafen ser man, at der ikke er
flere multiple punkter.

Vi vil finde vinklen mdlem tangenterne i dobbeltpunktet. Dertil observerer vi, a
r¢0) og r'i(p) er retningsvektorer for disse tangenter, sA det er nok at finde

vinklen v mdlem disse vektorer. Vi f&:

& cos(0) 0 &do

R0 =8 cos200)5  S25

e cosp 6 216

rap) = 82cos(2p)ia &25

= €0)f&p) . 1(-D+2%
FROIF&p) 12 +22. (- )2 + 22

_3
5
3
V= arccos(g) »5313°.

Symmetri
Ser man pafiguren, sdaner man, at banekurven bade er symmetrisk om x-aksen,
om y-aksen og om origo. Dette kan bevises.

Banekurven er symmetrisk om x-aksen, hvis fadgende udsagn gadder:

(x,y) ligger pdbanekurven U (x.- y) ligger p&banekurven

Men dette gadder, idet

(x,y) ligger pa banekurven

_ L ~ a0
der findes en parameterveadi t, sdledes at 1'(t) = 8y§

Men betragtes nu parametervaadien p - t (+2p) (hvor vi evt. adderer 2p for at
kunne blive indenfor definitionsmaangden) ses, a
~ esn(p-t) 0 esint 6 a Snt 0 &Xxo
r(p-'[)=8Si +:8Si +=8 _ +=8 -
n(2p- 2t)g n(-2t)g e- sin(2t)g é- yo

16



hvilket viser, a punktet (X,- y) ligeledes ligger pa banekurven.

Tilsvarende ses, a banekurven er symmetrisk om y-aksen, dvs.
(x,y) ligger pd banekurven U (- x,Y) ligger p& banekurven

ved at betragte parametervaadien t + p (- 2p) .

Endelig kan man vise, a kurven er symmetrisk om origo, dvs.
(x,y) ligger pd banekurven U (- x,- y) ligger pa banekurven

ved at betragte parametervagdien - t (+2p).

En ligning for kurven
Det er normat temmdigt svaat at finde en ligning for en given banekurve, men i dette
tilfedde er det nemt:

y? = (sin(2t))? = (2sintcost)? =

4sintcos’t =4sin®t(1- sin’t) = 4x%(1- x?)
hvilket viser, a banekurven har ligningen
y? =4x2(1- x°)

Arealet indesluttet af kurven.
Vi skal nu beregne aredet af det gra omréde nedenfor. Dette er omradet indeduttet
af banekurven. Det er vaard at bemaake, a det ikke atid er muligt & tde om et
Ssadant aredl.

Vi gtarter med at obsarvere, at det er nok at beregne aredlet af det gra omréde
nedenfor:

17



idet det oprindelige ared er 4 gange sa stort som det nye aredl pga. kurvens
symmetri.

En generdd m&de at beregne sddanne ared pa er fagende: Antag, a vi har udtrykt y
som funktion af X. Dette kan man principit gere ved at diminere parameteren, men
i prakss er dette ikke dtid muligt. Dette ger heller ikke noget, for arealmetoden
virker dligevel.
y er dtsden funktion af x, og det skraverede aredl er derfor givet ved integaet

(‘5 y dx
hvor gramsarne 0 og 1 aflaeses pa figuren

Vi laver nu en (omvendt) substitution, hvor vi indferer variablen t bestemt ved
X =sint - dtsi virkeigheden x-koordinatfunktionen.

Hvad sker der med y? Jo, y skd erstattesmed y = sin(2t) , som manser ud fra
parameterfremdtillingen.

Endelig ska gramserne aandres - nar x:1ert=g,ognér x=0et=0.

Viha nuetintegrd i t, og dette kan beregnes ganske nemt. Udregningen bliver dt i
dt

gy = g sin(2t) d(sin®) = ¢ sin(2t)cos(t)

Man ska nu anvende dobbetvinkeformlen sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

= § “2sin(t) cos’ (t)cl

og endelig ska man substituere u = cos(t)

18



31

3.2

3.3

5 2 2
:(‘5- 2u’du = g-—u3u =

3 8 3
Bemagk, a dette var arealet indeduttet af den 'kvarte kurve. Det totale ared

indeduttet af kurven er fire gange s stort og derfor lig %

Opgaver
Betragt kurven givet ved parameterfremstillingen
a0 ae t3 6
Syo &t* -

Undersag denne kurve for skaaringspunkter med koordinatakserne, punkter,

hvori tangenterne er parallelle med koordinatakserne og eventuele symmetrier.
Tegn kurven.
Bestem aredet a den punktmaangde, der indeduttes af kurven og x-aksen.

Betragt kurven
a0 g@ 2t0'
gyﬂ e -4 z

Undersag denne kurve for skaaingspunkter med koordinatakserne, punkter med
vandrette eller lodrette tangenter og symmetrier.

Tegn kurven.

Kurven har et dobbeltpunkt. Bestem dette, og bestem vinklen mellem de to
tangenter i dobbeltpunktet.

Betragt kurven med parameterfremdtillingen

X0 a 40
&yo &

Tegn kurven.
Kurven afgramser sammen med x-aksen en punktmaangde, som har et ared.
Bestem dette aredl.

19



5.4 Keglesnit

Keglesnit er en fadles betegnel se for visse kurver: Cirkler, dlipser, parabler og hyperbler.
Disse kurver har nemlig en hel ragkke egenskaber til fadles.

Oprindelige blev keglesnittene studeret af de gamle grakere. Det var ogsa dem, som fandt

pa selve ordet keglesnit. Denne lidt underlige betegnel se skyldes fagende méde at definere

keglesnittene p&
Betragt en dobbeltkegle, dvs. to kegler, som meder hinanden i midten. Vi

betragter de punktmaangder der fremkommer, nd& vi snitter en plan med
denne dobbeltkegle. Der viser Sg at vagre fagende muligheder:

& X

Cirkeel Ellipze Punlt
FParabel Hyperbel

To sleerende hiner

Deto lidt underlige keglesnit, punktet og de skagende linier, betragtes ikke som rigtige
keglesnit - de kaldes degenererede keglesnit.

20



Studerer man keglesnittene vha. andytisk geometri, sa kan man bevise fagende saning:

Saetning 4

Lad
Q(X,y) = AX? + Bxy+Cy? + Dx+ Ey + F
vage et andengradspolynomiumi X og Yy, og antag, at mindst et af
tdlene A, B dler C er forskeligt fraO.
Dauvil ligningen
Q(x,y)=0
fremdtille er keglesnit, og endvidere gedder, a hvis diskriminanten
d=B%- 4AC &
a) positiv, sa er keglesnittet en hyperbel dler to skagende linier,
b) negativ, SA e keglesnittet en dlipse, en cirkd, et punkt, eler den
tomme maangde, og
C) nul, A er keglesnittet en parabdl, to pardldlelinier, enlinie dler den
tomme maangde.

Beviset er kompliceret, sd det udel ades.

Keglesnittene spiller en visralle indenfor bl.a astronomi: Ifadge Keplers loveog Newtons
gravitationslov vil et objekt under indflydelse af Solens (eller Jordens) tyngdefdlt bevasge
g9 i en keglesnitformet bane. For planeter og andre gravitationelt bundne objekter vil denne
bane typisk vage en dlipse. Agterioder, som ikke er bundet af Jordens tyngdefdit, vil
derimod bevage Sg i parabd- dler hyperbelformede baner.

Vi vil i de kommende afsnit sudere dlipser, parabler og hyperbler. Cirklen fortjener ikke
noget saaskilt afsnit, idet det er at betragte som et specidtilfadde af en dlipse.
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5.5 Ellipsen

En elipse kan bedst karakteriseres som en fladtrykt cirkel.
Vi vil starte med a beskrive dlipsen paforskellige méder:

Definition 5
Ellipsen med braandpunkterne F; og F, og storaksen 2a er

maagden af de punkter P, som opfylder ligningen
|F.P|+|F,P|=2a

Denne definition viser, hvorledes man kan tegne en dlipse

Man teger er stykke snor af laangden

I 2a og to tegnedtifter, som anbringesi
brasdpunkterne. Snorens ender bindes
i tegnedtifterne. Man kan nu tegne
ellipsen ved a holde snoren stramt
udspaandt af en blyant og lade denne
blyant glide hele vgen rundt.

Bemagk, at hvis braadpunkterne er sammenfaldende, safas en cirkel med radius a.
Bemaak endvidere, at braandpunkterne betegnes med symbolet F. Dette skyldes det

latinske ord for braandpunkt, focus. Pa engelsk kaldes braadpunkterne focal points
E Y u}?

For at finde dlipsensligning skd vi vadge et koordinatsystem. Det viser Sg, at det er bedst
at vedge et koordinatsystem, sdledes at dllipsens centrum, som er punktet midt mellem de
to braandpunkter, og koordinatsystemets begyndel sespunkt falder sammen. Endvidere er det
smart at vedge x-aksen, siedes a begge brasdpunkter ligger hér.
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Ellipsen ligger nu i den sékadte standar dposition. Skagingspunkterne mellem
koordinatakserne og €llipsen kades ellipsens toppunkter, og der ses at vaae 4 a dem.

De fire toppunkter har koordinaterne (a,0), (0,b), (- a,0) og (O,- b), hvor aer den
halve storakse, og b kaldes den halve lilleakse. (2b er dalilleaksen).
Bramdpunkterne har koordinaterne (ea,0) og (- ea,0) , hvor e er excentriciteten.

Vi har fdgende sammenhaang mellem de halve storakser og excentriciteten:

Satning 6

2
ea/l-b—2 og b=+a%- a%e? =ay1- €
a
Bevis:

Toppunktet T = (0,b) ligger padlipsen, dvs. vi har ligningen
[TFy|+[TF| = 2a

Idet F; =(ea,0) og F, = (- €a,0), fas

[TF,| = [TF,| =/ (xea- 0)% +(0- b)? =/e?a® +b?
og ligningen bliver

2de%a® +b? = 2a
Divideres denne ligning med 2 og kvadreres, safas

e2a? +b? = a2
frahvilken deto udsagn i sagningen let udledes.

Excentriciteten er et md for dlipsens fladtrykthed - for en cirkel er a = b, og excentriciteten
bliver 0. Efterhanden som excentriciteten vokser imod 1, som er excentricitetens maksimale
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vaadi (hvorfor?), bliver dlipsen mere og mere fladtrykt. Pafiguren nedenunder er vist
elipser med a =100 og excentriciteterne 0; 0.3; 0.6; 0.9 og 0.99.

Ifdge Kepler'slov er dle planetbanerne i Solsystemet dlipser. Dette gedder ogsafor
kometer og dedige. F.eks. kan man naavne, a Jordens baneexcentricitet er pa snollede
0.0167, hvilket giver en nassten cirkulagr bane - forskelen mellem storaksen og lillesksen, i

astronomien kaldet apohelion og perihelion, er paca. 2 >10" km, hvilket bar sssi forhold

til en midddlafstand til Solen p& 1495510™ km. Afvigelsen er p& 0.01%. Halley's komet
har derimod en ekstremt excentrisk bane - her er € = 0.967.

Vi kan nu opskrive dlipsens ligning:

Satning 7
Ellipsen i standardposition med storaksen 2a og lillesksen 2b har
ligningen
2 2
a b
Bevis:
X2 y?
Vilader P =(X,y) vegreet punkti planen, som opfylder ligningen —- +F =1.
a

Vivil visg, & |PF1| + | PF2| = 2a. For at gare dette udregnes

PF[* = /(x- ea)? +(y- 02 =(x- )2 +y? =
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x* +e’a’®- 2aex+y? =

2
x2 +€e?a? - 2aex +b?(1- x_2) =
a

2
x2 (1- b_2) +e?a’- 2aex +b? =
a

x’e? +e%a? - 2aex+(a’- e’a?) = x’e® +a® - 2aex = (a- ex)?

og derfor
|PF|=[a- e{=a- ex,

idet |eq £a.
Tilsvarende fés, a |PF,| = a+ex, og ved addition fés

|PF| +|PF,|=2a

Afdutningsvis angiver vi en parameterfremdtilling for dlipsen:

Satning 8

har parameterfremdtillingen
ax0 _aacosto

&yo &bsintg ' tTo2]

Ellipsen med centrum i (0,0) og med storaksen 2a og lillesksen 2b

Bevis:
Ved indsztesei dlipsens ligning fas
X2, y* _(acost)? | (bsint)?

—_ 2 P24
=cos“t+an‘t=1
a’ b? a’ b?

)

Opgaver

51  Endlipsehar storaksen 8 og lillesksen 4. Hvad er excentriciteten?
Skitsér dlipsen.

5.2  Endlipse har soraksen 16 og excentriciteten 0,5. Hvad er lillegksen?
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5.3

54

Skitsér dlipsen

Bevis, at en dlipse med storaksen 2a og lilleaksen 2b har aredet pab
(Vink: Brug parameterfremdtillingen fra sagning 8).
Der findesi gvrigt ingen Smpe forme for omkredsen af en dlipse.

Ellipsen opfylder fdgende geometriske egenskab:
Lad Rvaae ¢ tilfaddigt punkt pa dlipsens periferi, og lad v og w vaae
vinklerne mellem henholdsvis liniestykket RF, og tangenteni R, og mdllem

liniestykket RF; og tangenteni R
Saerv=w.

Bevis dette. (Vink: Se beviset for sadning 11).

Denne egenskab anvendes indenfor laegevidenskaben Man behandler for nyresten
ved a knuse nyrestenen med ultralyd. Denne ultrdyd ska helst koncentreresi
patientens nyre, uden at resten af patienten far saligt store doser ultralyd.

Dette opnas ved at placere patienten i et dlipsoide-formet kammer (dllipsoiden er
ellipsens omdreiningdegeme). Patienten placeres, s edes nyren befinder sig i det
ene braadpunkt, og en stag’k ultralydskilde placeresi det andet braandpunkt.
Ultralyden udgar nu fra det ene bramdpunkt, reflekteres af vasggene og samler Sig i
det andet braandpunkt, hvor nyrestenen knuses.
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5.6 Parablen

Parablen er et velkendt objekt, SAvi starter med at resumere de vaesentligste egenskaber:

Saetning 9

Kurven med ligningen y = ax? +bx+c,at 0,fremdilleren
parabel. Toppunktet for parablen er punktet med koordinaterne
@ b b®-4acd

e 2a’ da g

En parabel med toppunktet (0;0) Siges a vagei standardposition; den har daligningen
2
y=ax”.

En anden made at karakterisere en parabel paer som falger:

Saetning 10

Parablen i dandardpositionen med ligningen y = ax® kan beskrives
som maangden af punkter P i planen, som opfylder
|PF|=dist(P,l) . Her er brasndpunktet F og ledelinien | givet

1 1
ved F =(0,— [ y=-—.
( 4a)Og y 4a
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Bevis:
Hvis punktet P ligger pa parablen, si kan dets koordinater skrives som
P = (x,ax?). Vi har da

|PF|=\/(x- 0)2 + (ax? - )2 =\/x2+a2x4+ 1
Za 162

\/a2x4+1x2 +i2= /(ax2+i)2 “ |+ L
2 16a% | 4a 4a

ogidet linien | er vandret, sder dist(P,|) forskelleni y-koordinater:
1

. 1
dist(P,1) = [ax® - (- —)| = [ax® +—
(P ‘ ( 4a)‘ 4a

Ergo, hvis P ligger pa parablen, sher |PF| = dist(P,I)

Omvendt, lad punktet P = (x,y) opfylde, at |PF|=dist(P,l). Vi ska davise,
at P ligger paparablen, dvs. a y = ax?. Vi har

1 1 1
PF|=,/(x- 0)*+ -—2:\/x2+ 2. —y+
| PF| \/( )"+ (Y- 32 A AP

og

1

y+—

dist(P,l):‘y- g 4—161)‘: =

Sadtes disse lig hinanden, fés ved kvadrering pa begge sider
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dler

hvilket viser, & y = ax?, og at P derfor ligger p& parablen.
6

Vi afdutter med fagende egenskab ved parablen, som i evrigt forklarer, hvorledes en
par abolantenne fungerer:

Satning 11

Lad P vaae et punkt pa parablen medligningen y = ax?,ladm
vage den |odrette linie gennem P, og lad t vagre tangenten til
parableni punktet P. Der gadder da, at

V=W

hvor v er vinklen melem liniestykket PF og t, og w er vinklen
mdlem liniermet og m. (Se figuren).
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Bevis:
Vi antager for sSmpelheds skyld, at a > 0.

=g ,0

&at?5
er en parameterfremdtilling for parablen, og det betyder, at vi kan skrive P pa
formen (to,ax,>) , hvor t, er et fast tal. Endvidere ses, at en retningsvektor t for

tangenten er
o 210
tzrq(tO):%ZatE
0
Vi har ogs3, at
-2
&1

er en retningsvektor for linien m, samt

®
Af figuren ses, at vi skd vise, a vinklenemellem m og t ogmdlem t og FP er
ens. Det er danok at vise, at cosnustil vinklerne er ens, dvs. a vise, at

— ® —
M _ PP
] ‘E@phq
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dler, efter en mindre omskrivning:
®
|FP[mXt =i Pt
Nu er

|rﬁ:‘§%:1 mxt = 2at

1 1 1
FP| =.[ty” + (aty? - —)? = [a’ty* +=t,% + =
| | \/0 (O 4a) \/ 0 20 1632
1 1 1
,/at2+—2:at2+ =at)® +—
(@l 4a) °  4a °  4a

idet vi har antaget, at a > 0, og

® (oS to 0

- el1lo6
FPX =

. 1 1
¢ 1+ T=t,+2a%t,°> - =t = 2a%t,° + =t
Gato” - 4—a§>32atog 0 0 279 0 270

savores ligning bliver
(aty? +4—1a)2at0 =2a’t,® +%to

hvilket jo umiskenddigt er et sandt udsagn.

En parabolantenne er en antenne formet som en paraboloide, som jo er den figur, man fa,
n& man drgjer en parabel omkring sin symmetriakse (hvis parablen er i standardpositionen,
sa e symmetriaksen netop y-aksen). Parabolantennen er lavet af et materide, som kan
reflektere radiobglger; normalt er dette et metal; og i parablens braandpunkt sdder selve
antennen, dvs. den dims, hvori radiobg gerne opfanges og sendes viderettil f.eks. radioen
dler TV'et.
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i
Antennen rettes mod en fjerntliggende satdllit, fra hvilken radiobagerne kommer paraldt, pa
figuren lodret nedad. Disse radiob@ger rammer parabolantennen og reflekteres. Ifalge den
frafyskken velkendte reflektionslov er indfaldsvinklen, dvs. vinklen mellem den

indfal dende radiob@ge og parablens tangent, lig udfaldsvinklen, som er vinklen mellem den
udgdende radiobgl ge og parabeltangenten. Men if@dge saning 11 gar denne udgdende
radiobelge gennem braandpunktet F, hvori selve antenne sidder. Alt i dt opndr man, a hele

den strdling, som rammer den relativt store parabolantenne, faktisk koncentreresi den lille
antenne, hvorved radiosgnaet forstaakes betyddigt.
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5.7 Hyperblen

Den sdste af de tre dags keglesnit er hyperblen. Denne kan defineres som:

Definition 12

Hyperblen med braandpunkterne F; og F, og storaksen 2a er
defineret som maangden af de punkter P, som opfylder ligningen

" PF1|' |PF2|| =2a
Excentriciteten e a hyperblen defineres som

2a

Endelig defineres hyperblenslilleakse 2b ved
b? =a?(e® - 1)

En typisk hyperbel ser ud som falger:

Der er en vislighed mellem dlipser og hyperbler: En dlipse bestar & punkter, hvor summen
af afstandenetil breandpunkterne er kongtant, mens en hyperbel bestér af punkter, hvor
differensen mellem afstandene til braandpunkterne er konstant. Endvidere minder
definitionerne af storaksen, lilleaksen og excentriciteten om hinanden. Vi skd senere s2
andre ligheder; men farst studerer vi den mest kendte hyperbd!:
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Saetning 13
Grafen for funktionen f (X) = 1 , X1 0 e enhyperbel med
X

bramdpunkterne F; = (v/2,/2) og F, = (- v/2,-/2),
storaksen 2a = 2+/2, excentriciteten e =+/2 og lillesksen
2b =242

Bevis:
Vi betragter punktet P = (X, %) . For dette punkt haves

PR| = (x- 42)*+ (G- ¥2)* =

\/xz- 22x+2+ % - 2240

Vixrg- 427 =[xt -2

og

|PF,| = /(x+~/2)2 + (£ +/2)% =

\/Xz +2«/§X+2+%+¥+2:
X

\/(x+%+\/§)z :‘x+%+ﬁ‘
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Det ses umiddelbart, at
|PF|- |PF,| =2v2=2a
6

En hyperbd, hvor brasndpunkterne ligger pa x-aksen, symmetrisk placeret om origo, Siges
aliggei standardpositionen.

F, F
4 2 2 4
-2 -
-4
Satning 14
Hyperblen med storaksen 2a og excentriciteten e har, n& den ligger
i standardpogitionen:
a) brasndpunkterne (- €a,0) og (ea,0), og
x2 y2
b) ligningen — - — =1
a’® b?

Endvidere gedder, at
C) hyperblen skager x-aksen i punkterne (- a,0) og (a,0),

d) hyperblen har de skrd asymptoter y = g Xogy=- gx
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Bevis:
a) Idet braandpunkterne ligger pa x-aksen symmetrisk om origo, ma de have
koordinaterne F; = (X,,0) og F, = (- X,0) . Definitionen af excentriciteten giver

nu,

2%y =|FF,| = exa dler X, = €a.

b) Bevisat herfor minder meget om det tilsvarende bevis for dlipsensligning (9).

C) Sadtes y = 0 i hyperblensligning, sd ses, a hyperblens skagingspunkter med x-
aksen netop er (- a,0) og (a,0).

, 2
d) Vi viser, a funktionen f (X) =b X—2 - 1 har den skrd asymptote y = g X. (Den
a

anden asymptote kan behandles tilsvarende). Betragt differensen
2
f(X)- Ex:bjfx—z- 1- EX:E(\/XZ -a%-x)=
a a a a

b (Vx*-a®-x)(x*-a®+x) _b_(x*-a®)- x* _
a (VX% - a® +x) A (x*-a®+x)

b - a?

Y

a Jx2-a? +x

N&r x g imod uendelig, A vil neamneren «/ x? - a? + X ligeledes gdimod
uendelig, hvorved hele udtrykket vil gaimod O.

0

Vi adutter med endnu en lighed medlem dlipsen og hyperblen.

Definition 15

Funktionerne hyperbol sk sinus og hyperbol sk cosinus defineres
ved

X - X X - X
e -e e’ +e
og  coshx=—-—7—

snhx=

Disse navne begrundes af fagende saaning, som skal sammenlignes med ssening 8.
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Sagning 16
Betragt hyperblen i slandardposition med stor- og lilleskserne 2a og
2b. Denne hyperbels hgjre gren er banekurven for
parameterfremdillingen

- aacoshxo
ft) = 2

&psinhxa

Bevis:
Vi indssdter parameterfremdtillingen i hyperblensligning

2 2 2 2 2 2
x_z_y_:a cozsh t b sn;h U cosn?t- snht =
a b a b

et +e ¥ e*-e*

——)*- ( )% =
2 2
e2x_'_zexe-x_|_e-2x ] e2x_ zexe-x+e2x _
4 4
4X-X
e'e _1
4

Dette viser, a parameterfremdtillingens banekurve er en ddl a hyperblen. Naamere
eftertanke viser ligeledes, a cosh x > 1, hvilket betyder, at kun hyperblens hgjre
gren (dler sammenhaangskomponent) frembringes af parameterfremstillingen.

o]
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51
5.2

Facitliste

Descartes blad: (0,0) er ikke dobbeltpunkt
Trebladederose  (0,0) er tripel punkt

y=x*-7x+15

Cirkel med centrumii (-6,7) og radius 5
(x+6)°+(y- 7)°=25

(0,0) er dobbeltpunktet - det antagesfort =1, t=-1
9(x- 6)+2(y+1) =0

(0,0) er dobbeltpunktet - det antagesfort =0, t =2
26,57°

80 13

—4/10- ==4/13

27 27

d) Cirklen (ss¢ a =0)

skager aksernei (0,-1), (1,0), (-1,0)
tangenten er adrig paralledl med koordinatakserne (for (0,-1) er

tangentvektoren nulvektoren)
symmetrisk om y-aksen

arealet er §
Z

skaarer aksernei (0,-4) , (0,-3) og (0,0)
tangent parallel med x-akseni (0,-4)
2+4/28

tangent parallel med y-aksen i parametervaadierne _T

symmetrisk om y-aksen
dobbeltpunktet er (0,0) (t=2 ,t=-2) 79,38°
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