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5.1 Differentialregning

Differentialregning handler i farste omgang om at finde tangenter til vilkarlige
kurver. Vi kender i gjeblikket kun en kurve, for hvilken vi kan finde tangenter,
nemlig cirklen, s lad os et gjeblik se, hvordan cirkeltangenter opferer sig:

Vi har en cirkel med centrum C, og kigger pa
tangenten til cirklen gennem punktet P, som
naturligvis ligger pa cirkelperiferien.

Denne tangent opfylder tre egenskaber:
1) Tangenten er orthogonal med liniestykket PC, som er radiusi cirklen.
2) Tangenten skaarer kun cirklen i é punkt.

3) Forsterrer man cirklen og tangenten uendeligt meget op, sa er cirklen og
tangenten sammenfaldende.

Egenskab 3) kraever vist en neamere forklaring:

Hvis man kigger pa Jordkloden fra meget lang afstand, f.eks. fra et rumskib, sa er
Jordkloden helt klart en kugle. Kigger man ud fra et hgjt sted - Aalborgtarnet
eller Himmelbjerget - sa ser Jorden umiddelbart flad ud; men man kan dog ane,
ved at kigge ud imod horisonten, at Jorden faktisk krummer en smule. Stér man
midt pa Nytorv, sa ser Jorden ganske flad ud. Og er man en myre, sa vil den
vanvittige idé, at Jorden er rund, aldrig falde en ind.

Kort sagt - Jorden er nok en kugle, men set pa meget sma af stande er den en plan.
En matematiker ville sige, at Jorden globalt er en kugle, men lokalt en plan.
Tilsvarende er en cirkel globalt set cirkelformet, men lokalt set en ret linie.

Forstarrer vi cirklen op omkring punktet P, sa vil cirklen nemlig ligne en ret
linie. Dennerette linie er faktisk tangenten.



Lad os nu betragte en anden velkendt kurve, nemlig parablen ned ligningen
y = x2. Vi vil gerne finde en tangent til parableni punktet (1,1).

Vi kan ikke bruge egenskab 1) til at finde tangenten - parablen har hverken et
centrum eller en radius. Egenskab 2) virker heller ikke - pa tegningen nedenunder
skager bade den skra linie (med ligningen y = 2x - 1) og den lodrette linie (med
ligningen x=1) parablen i netop et punkt. Hvilken skal vi sa vadge som
tangenten?

Men egenskab 3) er god at bruge! Forstarrer man nemlig parablen, sd ser man, at
omkring punktet (1;1) er parablen lokalt en ret linie, som er sasmmenfaldende
med den skra linie med ligningen y = 2x - 1. Og det er dennelinie, vi vil betragte
som tangenten til parablen i punktet (1,1).

4

Helt generelt betragter vi grafen for en funktion f, dvs. vi betragter kurven med
ligningen y = f (X). Hvad har vi egentligt brug for at vide for at kunne beskrive
tangenten til kurven i punktet (Xq f (Xp))?

Ligningen for en linie er jo generelt givet ved

y:y0+a(x- Xo)
hvor a er liniens haddningskoefficient, og (Xg,Yg) €r et punkt, som linien gér
igennem. Men vi ved jo, a tangenten gar gennem punktet (X, f (X)), s& det er
kun had dningskoefficienten a, vi ikke kender.

Nu vil tangenthaddningen a jo afhaange af, hvor pa grafen vi befinder os, sa denne
tangenthaddning betegner vi med f ((x;) (leeses: f magrke af x nul). Vi indikerer
Sdedes, at tangenthaddningen afhaanger a x-koordinaten til tangentens
reringspunkt (X, f (%)) . Altsa



Definition 1 (FS)

Haddningskoefficienten af tangenten til grafen for
funktionen f(x) i reringspunktet (xg, f(X;)) betegnes
med f ((Xg).

Denne nye funktion f((x) betegnes som den
differentierede  funktion til  f(x), eller som
differentialkvotienten til f (x), eller som den afledede
funktion.

Vi har faktisk ogsa neesten bevist felgende saaning:

Saning 2 (FS)

Tangenten til grafen for funktionen f (x) i reringspunktet
(Xg: T (Xg)) har ligningen
y=f(xg)+ fxg):(Xx- Xg)

Bevis:

Det eneste problem er blot at kunne beregne differentialkvotienten til en given

| den generelle ligning for en linie med haddningskoefficienten a

gennem punktet (Xg, Yg):
y =Yg ta(x- xy)
erstatter manamed f ((Xg) 0g yg med f (Xg).
0

funktion. Det er dette, resten af dette hadte handler om!

Lad os varme op med en opgave:




Opgave 1.1

a)
b)

Tegn pa millimeter-papir en graf over funktionen f (x) = x?. x-vaadierne
skal gafra- 3til 3.
Tegn efter bedste sken tangenterne i punkterne pa grafen med x-

koordinaterne- 3,-2,-1,0, 1, 2, 3.

Find haddningskoefficienterne til de 7 tangenter, og udfyld felgende

skema

%

-3

-2

-1 0 1

f (%)

f((Xg)

Man skulle nu gerne opdage, at tangenthaddningerne (den nederste raskke)
har en sammenhaag med x-vegdierne (@verste rakke).

sammen

haang?

Vi skulle gernei den foregaende ovel se have opdaget, at

hvis  f(x) = x?

,saer

f ((x) =2x.

En lidt simplere made at skrive dette pa er fglgende

(x2)¢:2x
Opgave 1.2
1) f(x)=x3
2) f(x)=«x+4
3) f(x)=¢e"
4) f (x) =10%
5) f(x)=Inx
6) f (x) =log x
7) f(x)=|x-2/+2

Lav tilsvarende undersagel ser for funktionerne:

Xg =-2,-10,12
Xg =-4,-3,0,2,4,5
Xg =-2,-10,12
X0 =-2,10,1

111112345

1,2,3,4,5

| opgave 1.2 skete der et par gove ting:

| punkt 2) opdagede man, at funktionen f (x) =+/X+4 har en lodret tangent i
punktet (- 4;0). Idet en lodret linie ingen had dningskoefficient har, kan man ikke

differentiere +/x+ 4 i punktet med x-koordinaten - 4.




| punkt 7) opdagede man, at grafen for funktionen f (x) =|x- 2|+2 knekker i
punktet (2;2). Uanset hvor meget man forstarrer grafen, vil der her altid vaae et

knak, og det er umuligt at definere en tangent. Igen er det atsd umuligt at
differentiere funktionen her.

Differentialregning kan anvendes til temmeligt mange ting. Bl.a. kan man ved
hjedp af differentialregning se, hvornér en funktion er voksende eller aftagende
(funktionens monotoniforhold), og man kan let finde de steder, hvor funktionen
er sterst eller mindst. Vi giver et eksempel:

Eksempe

Betragt funktionen f, hvis graf er vist nedenunder:
AANG
4 3 fz 1 1 Ewat 3
Vi er interesserede i at udfylde fglgende skema - ikke med tal, for
dem kan vi ikke aflaese pa grafen, men med fortegn:
X -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
f (x)
f(x)

Umiddelbart kan vi se, at f (- 3) <0, idet punktet pa grafen med x-
koordinaten -3 ligger under x-aksen, og a f(-2)=0 og
f(-1) >0. Pa denne made kan den farste raskke i skemaet let
udfyldes.

f ((-3) >0, fordi en tangent til grafen med raringspunktet (-3,f(-3))
vil vagre opadrettet - grafen er jo voksende hér.



f((3)=0, fordi tangenten her er vandret. Vi bemagker, at vi i
punktet (3;f (3)) har et lokalt minimum for funktionen f - omkring
x = 3 er dlefunktionsveadierne starreend f (3).

Opgave 1.3

Udfyld resten af skemaet ovenfor.

Opgave 1.4

Betragt grafen for funktionen g nedenfor:

Der er markeret 5 punkter: a, b, c =0,
doge.

Udfyld skemaet nedenunder med de korrekte fortegn:

a

b

c d e

X
g(x)

9¢(x)




Opgave 1.5
Nedenfor er angivet fortegnene for h(x) og h((x) for udvalgte x-
vaadier. Skitsér et muligt forlgb for grafen for h:

X -2 -1 0 1 2
h(x) + 0 - 0 i
h((x) 0 0 + +

Opgave 1.6
Man kan bevise, @ hvis
f (x) =+/x
saer
FOx) = ——
2+/x
(x manaturligvisikke veare 0).
Find ligningerne for tangenterne til grafen for f med
reringspunkterne
a) (1 1(D)
b) (9,3
c) (4,1 (4))
d) (5,1(9))
Opgave 1.7

Betragt funktionen g givet ved g(x) = x° og g&{(x) =3x>.

a Bestem ligningerne for de to tangenter til grafen for g, og som har
reringspunkterne (1,g(1)) og (2,9(2)).

b) Bestem et gradtal for vinklen mellem disse to tangenter.

C) Bestem raringspunktet for den vandrette tangent til grafen for g.



5.2 Funktioner

Enhver videnskab har et eller flere begreber, som er atafgarende indenfor denne
videnskab. F.eks. er det vigtigste begreb indenfor fysikken energi, og i kemi
snakker man ikke om andet end atomer og kemiske bindinger. Den moderne
biologi bygger pagenetikken. Det allervigtigste begreb indenfor matematikken er

funktionen

Sa hvad er en funktion?

Den naive méde at betragte en funktion paer at sige, at en funktion er en maskine:
Man propper et tal (eller noget andet) ind i funktionen, som sa temker lidt og
spytter et tal ud.

F.eks. vil funktionen [ spytte tallet 3 ud, nar tallet 9 puttesind.

En mere praecis definition er

Definition 3
En funktion er et udtryk af formen

f:A® B:x—> f(X)

hvor

A er en mamgde, som kaldes definitionsmaengden, Dm(f),
B er en maangde, som kal des sekundaa maengden, Sm(f),
x> f(X) kaldesforskriften.

Udtrykket f (x) skal veme defineret for ale elementer
x| A, og funktionsveardien f (x) skal atid vaare element i
sekundaarmaangden B.

Achtung: Sekundeamangden er ikke det samme som funktionens
vaadimaagde! (Hvad veadimangden er, far vi farst svar pdi et senere hadfte)



Eksempel
Her er nogle funktioner, som alle er forskellige (hvorfor?)

f:R® R:xi> X
f,,R® [C¥[: x> X
f3: [0 ¥[® [0¥[: x> X
f,[0¥[® R:x> X2

Nedenstaende er ikke funktioner (hvorfor?)

g, R® RZXI—)% 0,:]0¥[® [LZ]ZXI—)%

Normalt er man lidt slgset med at angive definitions- og sekundsamaangden for
en funktion - man bruger nedenstadende regel:

Med mindre andet er angivet, sd er funktionens definitionsmamngde
0g sekundaamaangde den starst mulige.

| praksis lader man Dm(f) vaare alle de x-vaadier, hvori funktionen kan defineres,
og man lader Sm(f) vaae maangden of dlederedlletal, R.

Forskriften for en funktion kan vaare mange ting - et regneudtryk, et tabelopsiag
osv.; men det vigtigste er, at forskriften kun givet ét output for et givet input.

En historie
En dag var Mette og Michael henne i Mallekabing Super-Dupér for
at kebe madk. Mette gik farst ind og kebte en liter letmadk. "Det
bliver 4,25", sagde kassedamen. Sa gik Michael ind og kabte en liter
letmadk. "Det bliver 12,75", sagde kassedamen. Det blev Michael sur
over, og han spurgte: "Hvorfor det?'. "Jo", svarede kassedamen, "her i
Mgllekabing Super-Dupér er prisen ikke en funktion af varen”.

Havde kassedamen ret?

Har man nogle funktioner, sa kan man konstruere nye funktioner ud fra disse.
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Definition 4
Lad f:A®R og g:B® R vage funktioner.

Sumfunktionen defineres da som
f+g:ACB® R:x—~ f(X)+g(x)

Forskriften for f + g er altsa bare summen af forskrifterne for f og g, mens
definitionsmaangden for f+g er fadlesmaengden mellem
definitionsmaangderne for f og g. Det er ngdvendigt at tage denne fadlesmaangde,
fordi kun indenfor denne er man sikker p3, at begge addenderne er definerede.

Eksempel
Betragt funktionerne

f R® R:x> X2
g0 ¥[® R:x> /X
h:R® R\{O}:xne%

Sumfunktionerne er
f +9:[0,¥[® R:x> x* ++/X

f +h:R\{0} ® R:x> x2+§

g+h:]0,¥[® R:x— &+%

Man kan naturligvis ogsa traekke funktioner fra hinanden, gange to funktioner
eller endda dividere to funktioner. Dog skal man passe pa, nar man dividerer to
funktioner - naevneren maikke vage 0!

11



Definition 5
Lad f:A® R , g:B® R og h:C® R\{O} veaze

funktioner. Da defineres
f-g:ACB® R: x> f(X)- g(x)

09

f:g:ACB® R:x— f(x):g(x)
09

i:AQ:C® RZXI—)E

h 9(x)

Bemagk, at man undgdr, at funktionen h kan antage vaadien 0 ved at udelade O'et
fra sekundeamaangden for h.

Hvis man alligeve vil dividere med en funktion, som kan antage vaadien 0, sama
man udel ukke nul punkterne fra definitionsmaangden.

Endelig kan man sammensadte funktioner:

Betragt to funktioner f:A® B og g:B® C. Lidt naivt kan man opfatte f

som en maskine, der tager et element fra maangden A og laver det om til et
element i B, og g som en maskine, der laver et element i Bom til et element i C.

(s

Nu kunne man jo fa den vanvittige idé at lave en ny funktion, som skal gere
falgende:

Et element x1 A laves om af funktionen f til et element f (x)I B.
Men elementer i B er guf for g, og derfor kan g aade f (x) og
derefter opgylpe elementet g(f (x)) I C.

Men dette er jo forskriften for en funktion, som gar fraAtil C:

12



gof
A B C

Dennefunktion betegnes g o f - og dette udtales 'g bolle f'.

Definition 6
Lad f : A® B og g:B® C vaaeto funktioner, sdledes at

Sm(f) =Dm(g). Den sammensatte funktion gof
defineresdaved
ge f:A® C:x— g(f(x))

Funktionen f betegnes som den indre funktion, og g kaldes
den ydre funktion.

Bemaak den lidt underlige konvention, at den indre funktion stér til hgjre.

(Strengt taget er det ikke ngdvendigt, at Sm(f)=Dm(g), for at man kan
definere go f . Det er nok, hvisSm(f) 1 Dm(g))

Eksempel
Betragt funktionerne

f:R® R:x— x* og g R® R:ix— x+1

Vi kan her danne heleto sammensatte funktioner:
go fIR® Rix> x? +1

0g
fog:R® Rixt> (x+1)2

Som det ses, er der stor forskel pade to funktioner. Det er altsdikke
ligegyldigt, hvilken raskkefglge, vi ssmmensadter funktioner i.

Vi kan faktisk danne nogle flere sammensatte funktioner:

fof:R® Rix (x?)? =x*

13



gcg:R® R:ixt—> x+1+1=x+2

og endnu mere perverst:

gogogogogogogegogog:R® R:x—> x+10

14



Opgave 2.1
Hvilke af nedenstéende er funktioner?

f:R® RZXI—)M Jg:R® [0;1]:X|—> !

x> +1

h:[oje R:xne% iR® [0;¥[: x> X2
J)R® [O;¥[ZXH X
Opgave 2.2

Find definitions- og sekundeamaangderne for nedenstdende
funktionsforskrifter:

1

f x> X% +2X X > ——

T
h:x> A/x+2 i:x&—>«/?
jZXH«/;Z

Opgave 2.3
Givet nedenstaende funktioner:

f:]0;¥[® R:x— logx g:R® R:xXt> x+2
h:R® R:x> € i:[4¥[® R:x> J/x- 4

Opskriv forskrifterne med definitions- og sekundsarmaangde for de
sammensatte funktioner
gof ,hof, foh,goi og gof oioh.

Kan f o g defineres? Opskriv i safald forskriften.

15



5.3 Tretrinsraketten

Tretrinsraketten er et middel til at beregne, dvs. finde et generelt udtryk for
differentialkvotienten for en given funktion. Beregningen foregar i tre trin, heraf
navnet.

For at forsta, hvad tretrinsraketten egentligt er, skal vi se pa tangenter og
sekanter:

=
Flagh) /

f{xu}

/ Xy xgth

Ovenfor er vist grafen for funktionen f (x) og to linier - tangenten t til grafen
med raringspunktet (x,, f (X;)), 0g sekanten, som er linien s gennem de to
punkter (X,, f (X)) 0g (X, +h, f (X, +h)) pagrafen. Tallet her her etlilletal -
positivt eller negativt - som ligger tagt pa 0. Bemagk, at h ikke maveae0, dai sa

fald de to punkter, som bestemmer sekanten er ssmmenfaldende, og denne derfor
er udefineret.

Ideen er nu, at sekanten nassten er en tangent, og at jo neamere h er pa 0, jo mere
er sekanten faktisk en tangent. Vi kan derfor beregne sekanthaddningerne og
undersgge, hvorledes de opferer sig, ndr h neamer sig 0. Med lidt held finder vi
maske tangenthad dningen.

Lad os som et eksempel undersage funktionen f (x) = x2. Vi ved fraforegdende
kapitel, at differentialkvotienten gerne skulle vaare f ((Xx) = 2X.

Vi starter med at beregne haddningen for sekanten gennem de to punkter
(X, F(Xg)) = (XO,XOZ) og (X, +h, f (Xo +h)) =(Xg +h,(X, +h)?)

Hertil bruger vi formlen fra analytisk geometri, som siger, at haddningen for
linien gennem punkterne (X, ;) 09 (X,,Y,) er

15



yZ' yl
X - X

a=

Det er rimeligt nemt at beregne naavneren i denne bregk:
X, = X3 = (Xg+h)- X, =h

Vi beregner tadleren. Denne tadler betegner man traditionelt Df , savi har
Df = f (x,+h)- f (%) =(X,+h)? - x,° =
Xoo +2%h+h? - x,% = 2x,h +h?

Sekanthaddningen er nu

2
O _2xhth®
h h

og nar h gér imod 0, s bliver tangenthad dningen
. Df .
= - = + =
faxg) =lim=—== lim(2x; +h) =2

- 0g det var jo det, vi forventede!

Det lidt underlige symbol ,ng‘ er en sakaldt graensevaardi, som vi skal hare mere

om lidt senere. Forel gbigt betyder det bare, at vi sadter hlig O.

Tretrinsraketten er ganske simpelt ovenstadende metode anvendt pa en hvilken som
helst funktion:

Tretrinsraketten

Trin 1: Beregn Df = f (X, +h)- f(X,).
Trin 2: Beregn E
" f
Trin 3: Beregn gramsevaadien IimD—.
h®0 h

Resultatet er differentialkvotienten f ((X,).

Man anvender ofte indenfor matematik og fysik betegnelsen DC for en aandring
af en sterrelse C. Dette slar igennem i tretrinsraketten: Vi benytter symbolet Df
for en andring af funktionsvaadien f. | de gode gamle dage brugte man faktisk
ogsa symbolet Dx for en andring i sterrelsen x - i dag bruger vi dog symbolet h,
fordi det er lettere at skrive og ger tingene mere overskuelige.

16



Bade Df og Dx=h er jo differenser, sa starrelsen % kaldes en differens-
kvotient. Tilsvarende kaldes den afledede funktion f ((x) ogsa en differential-
kvotient, og den skrives nogen gange som % (Ikke sa underligt, nér man taanker
pa, at det graeske bogstav delta, D, svarer til det latinske bogstav 'd'.)

Faktisk bruger man dlutproduktet af tretrinsraketten til at give en formel
definition af differentialkvotienten:

Definition 7
Differentialkvotienten eller den afledede funktion til
funktionen f er den nye funktion
. F(x+h)- f(x)
f =
9= h

Vi har faktisk ogsa- i vores eksempel - bevist felgende

Saning 8 (FS)

d(x®) _

2y g
(x7)¢= o

d >
—(x°) =2x
dX( )

Igen ses det, at differentialkvotienten kan skrives pa flere méder (uansket barn har
mange ggenavne...).

Flere differentialkvotienter er:

17



Satning 9 (FS)
1,,.d 1. 1
Q=5 (D7 =

Bevis:
Vi lader f betegne funktionen x a 1
X
. 1 1
Trin 1: Df = f(x,+h)- f =_ - .~ =
(o +h)- 1(%) = 3=

Xp- (%+h) __ -h
Xo (X% +h)  xg® +xgh

TrinZ:E: -1
h  x,2+xh
Tr|n3l| E—Iln‘ 1 1

oh neox,? +x0h Xq

Satning 10 (FS)

_4d __1
(Vx)¢= dx(@—m

Bevis:
Vi anvender betegnelsen g(x) = +/x:

Trinl:Dg:m-\/%:(m_\/*)v«/«/x:E:«/«/::

(ot N LX) (WX th+4%0) WX th - 4% _
(«/xo+h+f> (/% +h+ /%))

Xg th- Xo

-tricket var her at faisoleret h, sdman i nasste trin kan kommetil at
dividere det vak.

Trin 2; Dg =
h

"

18



Trin 3: IimE:Iim 1

1
WO R o the e ot 26

(0]

Man kan godt differentiere en funktion flere gange. Her bruger man en lidt
speciel notation:

2
Den dobbelt afledede betegnes f @ x) = (ZI—Z
X
d3f
Den tre gange afledede betegnes f & x) = o
X
4
Den fire gange afledede betegnes f @ (x) = i—z .
X
d®f
Den femogfyrretyvende afledede betegnes f “®(x) = s
X

Endelig bruger man, nar man vil beregne den afledede funktion i et bestemt punkt,
f@lgende notation:

df
fax) =

X:XO

Sdedes har vi
d 3 2
—(x°)=3x
dx( )

og

=3(2)? =12.
x=2

d s
()

Opgaver

3.1 Definitionsmaangderne og sekundsamaangderne blev ikke specificeret for
funktionernei sagningerne 9 og 10. Ger dette.
Er definitionsmangderne for de afledede funktioner altid lig
definitionsmaangderne for de oprindelige funktioner?

3.2  Differentiér funktionen h(x) = x> vha. tretrinsraketten.

19



3.3 Vi har nu differentieret funktionerne med forskrifterne x?, i Jx og X,
X

Alle disse er faktisk potensfunktioner.
Opskriv funktionerne og deres afledede efter hinanden, og opskriv
den som potensfunktioner. Er der et mgnster?

20



5.4 Graenseveerdi og kontinuitet

Vi skal nu studere begreberne gramsevaa di og kontinuitet. En grundig og praecis
gennemgang af disse begreber kraaver meget, meget mere matematisk maskineri,
end vi vil kerei dtilling, sa gennemgangen bliver lidt l@s og intuitiv, med vaegten
lagt pa det beskrivende.

Definition 11

Funktionen f har gramseveerdien a for x géende imod x,,
hvis funktionsvaardien f (x) ligger ted pa tallet a, nar x
ligger tedt pa X,. Vi skriver

lim f(x)=a

® X

Det lidt mystiske "lim" stammer fralatin - l[imes betyder nemlig graanse.

Bemaak, at denne definition slet ikke siger noget om f (X,) - faktisk behgver
funktionen f slet ikke at vaare defineret i x,. Men til gengadd skal funktionen veare
defineret i en omegn omkring X,.

| tretrinsraketten optraeder en gramsevaadi, hvor h® 0. Her skal man betragt

differenskvotienten % som en funktion af h.

Eksempel
: Til venstre er vist grafen for
c funktionen
— 2

\ f(x)=x
3 Vi ser umiddel bart, at
z lim f (x) =4

X® 2
1

-Z -1 1 z
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-z -1 1 Z

lig med funktionsvaardien: g(2) = 2.

e

1

1 Z

Her er grafen for funktionen g
med forskriften

(=X 2

J T12.x=2
lgen ses, a

lim g(x) = 4.

Bemagk, at dette ikke er

Endelig har vi grafen for
funktionen h med forskriften

Det ses, a gramsevagdien

Ixi®rqh(x) det ikke eksisterer: Talene mindre end 1 siger, at

graansevaadien skal vaae 1, mens talene sterre end 1 siger, at

gramsevagdien skal vaae 5.

Til gengadd siger vi, a
lim h(x) =1 og
x® 1-

lim h(x)=5

- man taler om graansevaa dier fra venstre og fra hgjre.

Gramsevaadier opferer sig pant mht. addition osv. af funktioner. Der gadder

falgende satning, som vi ikke beviser:
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Sagning 12
Lad f og g veare funktioner, siledes at gramsevaadierne

X'@[Drgf(x) og X'@g)r)gg(x)

eksisterer. Da eksisterer nedenstaende gramsevaadier, og de
antager endvidere de angivne vaadier:

a) qug)rpo (f +9)(x) =X|g2 f(x)+ X'@i)rgg(X)
b) XI@BTO (f-9)(x) =X|gfxl f(x)- qug)rpo 9(x)
c) X'q[)fg(f 1g)(x) = x“®nx:) f(X):Xlgfxl 9(x)
d) qug)rpo (f/9)(x)= xIéTO f(X)/Xlgfxl 9(x)
( Ved d) antages det, at )(I(!)r)r(lg(x) 1 0).

Kontinuitet er indenfor den hgjere matematik et meget vigtigt begreb; men her
far vi kun brug for definitionen og et par satninger.

Definition 13

Funktionen f kaldeskontinuert i tallet x, I Dm( f ), hvis
lim f(x)=f(X)
X® Xq

Funktionen f kaldes kontinuert, hvist er kontinuert i alle
punkter i sin definitionsmaangde.

Hvis en funktion ikke er kontinuert i et punkt, sa kaldes den diskontinuert i dette
punkt.

Grafisk betyder kontinuitet i et punkt, at funktionens graf ikke springer i punktet:
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Eksempel

6 Her er grafen for funktionen
5 ixex31

X |
4 7 x X<1

Funktionen er Kkontinuert i
punktet 1, idet grafens to stykker
1 passer fint sammen.

Her er grafen for funktionen
1 x? x31
}x+2,X<l

/O Funktionen er diskontinuert i

punktet 1, idet funktionens to
1 stykker ikke passer sammen her.

-E -1 1 E

L))

o

X

N

%]

En tommelfingerregel, nar man arbejder men kontinuerte funktioner er, at ale
amindelige, skikkelige funktioner, hvis forskrift ikke er gaffelfunktioner, og som
er summer, produkter osv. a amindelige potenser, logaritmer,
eksponentialfunktioner, normalt er kontinuerte. Derimod kan gaffelfunktioner
godt vazre diskontinuerte i "gaffelpunkterne”, hvor forskriften skifter. Disse skal
derfor undersgges ekstra godt.

Satning 14
Lad f: A® R og g: B® R vaze kontinuerte funktioner.
Sa er nedenstéende funktioner ligeledes kontinuerte:
f+g:ACB® R
f-g:ACB® R
f:g:ACB®R
f/lg:ACB® R
(Det antages ved kvotientfunktionen, at g ingen nukpunkter
har!)

Ogsa sammensagning af funktioner bevarer kontinuitet. Der gadder nemlig:
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4.1

b)

4.2

Saning 15
Lad f: A® B og g: B® C vaae kontinuerte funktioner.

Sa er den sammensatte funktion
gof:A® C

ogsa kontinuert.

Opgaver
Betragt funktionernef og g med forskrifterne
1:(X)_])<2.2,x<0 o (X)_‘|,3x-4,x>2
“axs0 9 T axe2
Bestem tallene
imf(x), limf(x), limg(x), 1limg(x)

forudsat, at de eksisterer.
Bestem f (2), f (0),9(2), g(0)

Er f kontinuert i tallet 2?1 tallet 0?
Er g kontinuert i tallet 2?1 tallet 0?

Gramnsevaadier kan nogen gange bestemmes eksperimentielt - hermed
menes, at man kan fa en idé om, hvad
lim f (x)
x® Xo
er lig, ved at beregne funktionsvaardier f (x) for tal x, som ligger tad
pa X,.

x -
Her skal vi bestemme gramsevaadien Q@n& € 1.
X

Udfyld nedenstéende skema:
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b)

4.3

X e*-1

1

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

Hvad tror du, ovennaa/nte gramsevaadi er lig med?
Er dette er bevisfor, at
. e*-1
lim
®0 X

=17

Funktionen f er givet ved
i & x<0

f=i "
ix+1x3*0

Er funktionen f kontinuert?
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5.5 Differentiabilitet

Endelig kommer vi til begrebet differentiabilitet:

Definition 16
Funktionen f er differentiabel i punktet x, I Dm( f), hvis
1) der eksisterer en omegn Aom x,, sdledesat Al Dm(f),
09

2) gramsevagdien lim
h® 0

eksisterer.

FOQ+h)- T (%)
h

En omegn om et punkt er et lille, bent interval omkring punktet. F.eks. er
intervallet ]0,999; 1,001 en omegn omkring punktet 1.

Hvis en funktion ikke er differentiabel i et punkt x,, s& er der normalt tre grunde
til dette:

a X, €r ikke etindre punkt i funktionens definitionsmeangde, dvs. betingelse
1) er ikke opfyldt i definition 16. Dette sker typisk i intervalendepunkter.

b) Funktionen er ikke kontinuert i punktet x,.

C) Funktionen er nok kontinuert i punktet Xx,, men grafen knakker, og
gramsevaadien i betingelse 2) i definition 16 eksisterer ikke.

Til punkt b) ovenfor er der at bemagke, at

Saetning 17
Lad funktionen f veae differentiabel i punktet x;. Sd er f
ogsa kontinuert i Xg.

Bevis:
f er differentiabel i punktet x,, sd gramsevaadien
lim f(xp+h)- f(X)
h® 0 h

eksisterer.
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Derfor gadder, at gramnsevaadien

. Tt - F0)
Jn 1) )= i LTS

f((xy):0=0
eksisterer, og er lig 0.

Men dette betyder, at
f = lim f =limf(xg+h)= lim f
(Xo) lm (Xo) lim (Xo +h) im  f(x)

X® Xg
og funktionen er altsa kontinuert i X
0
Et eksempel patilfadde c) er falgende:
Eksempel
y Funktionen
f(x) =[x
f er ikke differentiabel i x=0:
Bruger vi tretrinsraketten, bliver vi
1 nemlig nedt til at dele op i to tilfadde,
| alt efter om h er positiv eller negativ:
I
X
Ltrin: h>0: Df =[0+h|- [0[=|0=h
h<0: Df =[0+h|- [o|=]h|=-h
2. trin: h>O:E:E:1
g M
h<0 —=—=-1
h h
: : . Df . : . Df
3.trin: Gramnsevagdien r!l@ n‘(l) - eksisterer ikke; tegner vi " som

funktion af h, ser vi hvorfor:

28



%

| dette eksempel er funktionen f ikke differentiabel, idet

IimE:-l og IimE:1
h®0- h h® 0+ h

er forskellige.

| dette tilfadde taler man i @vrigt om differentialkvotienter fra
venstre og fra hgjre:

Differentialkvotienten fravenstre er

f ¢{0) ='j(r§>rg% (=-1)

mens differentialkvotienten frahgjre er
. Df
fo0)=Iim— (=1
H0)= lim = (=1)
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Opgaver

51 Betragt nedenstdende funktioner:

f(x)—i X XEZ2 (X)_1x+3,x£2
“1ox- 2x>2 901 oy x> 2
ix2 XE2 , i x2 XE2
h(x) =1 i(X) =1
72X,X>2 74X - 4,X>2

a Hvilke af defire funktioner er kontinuerte i punktet x =27?
b) Hvilke af defire funktioner er differentiable i punktet x =27
C) Bestem f ((2), g«((2), h(2) ogi((2), hvisde ellers eksisterer.
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5.6 Regneregler - en oversigt
Der findes temmeligt mange regler for, hvordan man kan differentiere en given
funktion. Vi skal naturligvis bevise dem ale; men til en start kommer vi med en
oversigt og viser, hvorledes reglerne anvendesi praksis.

Reglerne kan deles op i to slags. Generelle regler og differentiation af specifikke
funktioner.

De generelleregler er

Sumreglen Differensreglen

(f +9)«(x) = F(x) +9(x) (f - 9)«(x) = F(x)- 9(x)
Konstantreglen Produktreglen

(kf)(x) = k: f¢(x) (f:9)(x) = f(x):g9(x)+ f(x):g¢(x)

Kvotientreglen

& 0 ) _ 169909 (0g%
+ 2
¥ (900)

Kaedereglen (eller differentiation af en sammensat funktion)
(f 09)(x) = (f €0g)(x): g(x)

De specifikke funktioners differentialkvotienter er

d(xr):rxxf'l d(Inx)zi d(ax):
dx dx X dx

Ina xa*

samt nogle regler for de trigonometriske funktioner. Disse regler venter vi dog
med.

Ud fra disse egentligt ganske faregler kan alverdens funktioner differentieres!

En god taktik, n&r man skal differentiere et staere funktionsudtryk, er at tage én
ting ad gangen. Det gar udregningen mere overskuelig, og man undgar fejl.
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Eksempel
(3 +3x% - 4x+Inx)¢=  (x3)¢+(3x%) ¢ (4x)¢+ (Inx)¢=
3x° +30@x- 4+1=
3x° +6x- 4+1

(4% +€*) x5x° +4/x)) ¢=
(4x3 + ) B(5x> +4/x) + (4x3 + ) x(5x° +4/x) ¢=

(12x2 +€X) x5 +4/X) + (4x3 + e*) (15x> +i) =
2-/x
3
60X +5x3€* +12x2 /X + /X" +60x° +2— + 15x2e* +—
Jx 2/

X
1205 +14x2 /X + 5x3* + 1552 + /xe* + —

2/x

X

¢ +29( (P +2)0(3x+2) - (X2 +2){3x+2)¢ _
3x+25 (3x+2)? B
2xX(3x+2)- (x2+2)3 _
(3x+2) -
6x% +4x- 3x?- 6 _ 3x*>+4x- 6
(3x+2)2  (3x+2)2

- den bitre erfaring viser, at det gaddent kan betale sig at gange
naevneren ud i en differentieret kvotient.

Ved brug af kaadereglen skal man passe pa med at identificere den
indre og den ydre funktion:

;42x+3)¢— ! X = !
24/2x+3 2+/2x+3 N2x+3

(V2x+3)¢=

((2x +4€*)3)¢=3(24/x +4€*)? 2-/x + 4e*) ¢=
3(24/x+4e)? (L +4e)

- igen viser den bitre erfaring, at man ikke skal gange produktet ud.

2 1 0 _1x+3- DX+ 0-2 2
§2x+3y (2x+3)2 2x+37  (2x+3)?
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

men dette kan ogsa differentieres som en sammensat funktion:

(
el 0o

gma - ((2X+3)-l)¢: (- 1) >(2X+3)- 2 ><2X+3)¢: - 2(2X+3)' 2

Opgaver

Differentiér nedenstéende udtryk. (Skriv evt. om til en potensfunktion)
g x* b  3x’ 0 x? d  Jx
e xJx fy  2¢ g 2 h  Inx
i) *x o Ux ky 4 1) (3)"
Differentiér nedenstaende udtryk.
a  x°-3x b)  4x®+7 ) 3x-2
d 8x3-7x*+4¢e  2x'+4x*-3 fy  2x®+3Inx
9 Ix°+3x-4 h — 15x3- 4x%+3/x i) 2e¥+3F
i) 8x3-3x+2 k) /x- 4% +3e* ) 3Inx+5x
Differentiér nedenstaende udtryk.
a  (x?- 2)(x+1) b)  Xx(3x+2)
) (3x+2)e* d  (Inx+3)(x3- 4)
e) 2x(3x+5) fy  (4x2+3)(3x* +2x3 - 4x)
9 (xX*-1)(x3+3 h  (3x°- Inx)(2* +¢€)
Differentiér nedenstaende udtryk.

4x2- 3 2+ X

b

> vy 4) .

X+ +1InX
C
) 2;<+3 9 2x-1 5
o) x2 +2X- 4 f) x°-1

X“-3x+6 x-1

e” X
9 — h  —

)i S
. nx . X
|
) 2x+3 2 x*-3
Differentiér nedenstaende udtryk.
a  (x+D(x+2)(x- 3 b)  (x- 3)(x*+2x)x

x+1, , 1 X2 (X% - 3x)(2x +4)
C - _
) (x-1)>(2x -Z)d) X+4
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J§+1ex

x-1

e) f) (x+%)(x2- 3x)(2x -

Differentiér nedenstaende udtryk.

8 /x+1 b)  In(3x- 6)
) (x+4)’ d  Jx2+1
e (x+Inx)? fy "2
g9 exp(x®+2x-1) e
i) /x+Inx i) (2x3+3x- 1P
k) In(Inx) ) JInx
m  In(/x) n e
Differentiér nedenstaende udtryk:
a  In(/x+3- 4) b) (- 2)°
N2x-1

) (ef+6)2-2x+e* d)  e*- xE

2 2
g X *4 o2 f) x“+4
3x-8 In(8x- 1)
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5.7 Beviser for regnereglerne

Vi skal nu vise, hvorledes man kan udlede regnereglerne for en sum, differens, ,
produkt, kvotient eller sammensagning af funktioner. Alle beviserne anvender
tretrinsraketten.

Satning 18 (FS)
Lad f:A® R o0og ¢g:B® R vame differentiable
funktioner. Sder f +g: AC B® R differentiabel, og
(f+9)(x) = f«(x)+g(x)

Bevis:

Trin L D(f +9)= (f+g)(x+h)- (f +g)(x)=
(f(x+h)+g(x+h))- (f(x)+g(x))=
f (x+h)- f(x)+g(x+h)- g(x) =
Df + Dg
D(f+g)_Df+Dg_Df+Dg
h h h h

Trin 2;

Trin 3: Funktionernef og g er differentiable, sivi ved, at
Df . D
lim—=f lim—=gd(x
lim-= «x) og lim ™ 9¢(x)

Men sd gadder ifalge sagning 123, at
. D(f+g) _,. ,Df Dg . Df . Dg
= = |im(——+ ) = lim— +lim—= = f q(x) +
) e AR

hvilket viser, at f + g faktisk er differentiabel, samt at
(f+9)(x) = f(x)+g(x)
0

Saetning 19 (FS)
Lad f:A® R o0og g:B® R vaze differentiable
funktioner. Sder f - g: AC B® R differentiabel, og
(f-9)u(x)="f«x)- g(x)
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Bevis:

Seopgave 7.1

(Beviset minder meget om beviset for sagning 18).
0

Saetning 20 (FS)
Lad f: A® R vage en differentiabel funktion, og lad

k1 R.Sderfunktionen kf : A® R differentiabel, og
(kF)«(x) = k: f(X)

Bevis:
Trin 1: D(kf) = (kf )(x+h)- (kf)(x) =
k>f(x+h)- k>f(x) =
k:(f(x+h)- f(x))
k >Df
Trin 2: D(kf):k'Df :k><z
h h h
Trin 3: IimD—kf):Iim (kxg):kxnmﬂ: k xf @ x)
h@o h h® 0 h h®0 h
hvilket dels beviser, at kf er differentiabel, dels at
(kfF)(x)=k: f(x)
0
Sagning 21 (FS)
Lad f:A® R o0og g:B® R vame differentiable
funktioner. Sa e sumfunktionen f:g:ACB® R
differentiabel, og
(Fr)(x) = f(x):9(x) + f(x):9¢(x)
Bevis:
Trin 1:
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D(f>g)= (f>g)(x+h)- (f>g)(x)=
f (x+h)>g(x+h)- f(x)>g(x)=
f (x+h)>g(x+h) - f(x+h)>g(x) + f(x+h)>g(x)- f(x)>9(x)
f(x+h):(g(x+h)-g(x)) +(f (x+h)- f(x)):g9(x)=
f(x+h)>Dg+ Df >g(x)

Her var fidusen af trakke leddet f (x+h)>g(x) fra og samtidigt
laggge det til igen.

Trin 2;
D(f:g) _ f(x+h):Dg+D:g(x) _ ¢ +h)xD_g+— (x)
h h h

Trin 3:
Idet funktionen f er differentiabel, sd er f derfor kontinuert. Dette

be@yder,at
rIlg@rgf (x+h) = f(x)

Vi fé& da, at
im20F9) _ T (x+h):Dg+Df :g(x) _
h® 0 h h® 0 h
: Dg = Df
lim(f (x+h)>e=+=—g(x)) =

Dg Df B
T O a9 =

F(x):g(x) + F(x):9(x).

Dette viser dels, at produktfunktionen f >g er differentiabel, dels at
(f:g)(x) = f(x):g(x)+ f(x):g(x)
0

Saetning 22 (FS)
Lad f:A® R og gB® R\{G} vege differentiable
funktioner. Sder f /g: AC B® R differentiabel, og
f fx):g(x)- f(x):g(x
Dyax) = (x):9(x) 5)9()
9 (9(x))

Bevis:
Idet g er differentiabel, s er definitionsmaangden B for g et abent
interval (eller en forening af flere dbneintervaller). Ethvert punkt i B
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kan derfor omgives af en omegn indeholdt i B. Dette betyder, at vi
altid kan tage graansevaa dierne nedenfor.

Trin 1:
D(5)=  (§(x+h)- (H)(x)=
f(x+h) f(x)_
g(x+h) g(x)
f(x+h):g(x)- f(x):g(x+h) _

g(x+h)>g(x)
f(x+h):g(x)- f(x):g(x)+f(x)g(x)- f(x):g(x+h) _

g(x +h)xg(x)
(F(x+h)- F(x))9(x)- F(x):(a(x+h)- g(x)) _

9(x-+h)g(x)
Df :g(x)- 1(X):Dg

g(x+h)>g(x)
Trin 2:

D(f/qg) _ 1 Df ) &
h - g(x)>g(x +h) (Txg(x) ) h )

Trin 3:

|det funktionen g er differentiabel, s er g kontinuert, og
limg(x+h) = g(x)

Tages gramsevagdien h® 0, safas

im2U019) - 1t g xg(x)- (%) 506)
h® 0 h g(x)

hvilket beviser sagningen.

Saetning 23 (FS)

Lad f:A® B og g:B® C vege differentiable

funktioner. SA er den sammensatte funktion gof : A® C

ligeledes differentiabel, og der gadder, at
(gof)(x)=g«(f(x)): f(x)

Bevis:
Lad x,| A vage et fastholdt punkt i mamngden A, og definér
Yo = f(X,)1 B.Definér endvidere hjadpefunktionen k: B® C ved
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Trin 1;

Trin 2;

Trin 3:

7.1

19(y)- 9(¥o) g1
k=i y-%
19ty Y=Y,

Yo

|det g er differentiabel, s& er k kontinuert, og der gadder

a(y)- 9(yo) =k(y):(y- o)

for allevaadier af y.

Vi skal nu have sving i tretrinsraketten, men i stedet for at lade

h® 0, sAsadter vi x = x, +h og lader x® x,

D(g> )= (go1)(x)- (g01)(x,)=
(T () () - T (xp))

D(gof) _ D(gof) _ J00- 10xg) _ o

vl LI C) b v U R

Lader vinu x® x,, savil
XQDTO K(T(x)) = k(T (%)) =k(¥o) =9U¥o) =9«(T (X))

09

lim—=lim—=f qx,)

Df:|. Df
x®x, h  h@o h

K ombineres dette, sa ses, at

Iim@= ga( (%)) of (%)

h® 0
0

Opgaver

Opskriv ale detajernei beviset for seening 19.
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5.8 Differentiation af log, exp & pot

Hvorfor er matematikere sa vilde med den naturlige logaritme og det underlige
tal e =2.7182818.. ? Forklaringen kommer her:

Hjadpesatning 24

t®0 t

9 (log, x) = L4im!%%a 1+
dx X

Bemagk, at sagtningen siger, at n&r man differentierer en logaritmefunktion, sa far
man differentialkvotienten konstant x% idet gramsevagdien (konstanten) jo ikke

afhaanger af variablen x, men kun af grundtallet a.

Bevis:
Tretrinsraketten med f (x) = log, x.
Trin 1: Df = log,(x+h)- log, x=
X+h h
log,(——) =log, (1+—)
X ) X
l0g,(1+-)
Trin 2; o X :lyloga(1+h/x)
h h X h/ x
Her forlaangdede vi brgken med L.
Trin 3; At tage gramsevaadien, ndr starrelsen h gar imod nul er det samme
som at tage grassevaardien, nér t = g& imod 0. S& det ger vi:
IimE: IimiJOga(“h/ X) zlxnmloga(lﬂ)
h®0 h h® 0 X h/ x X t®0 t

Er vi egentligt blevet klogere? Tja, ikke ret meget; fraexp, pot & log- kapitlet ved
vi, at ale logaritmefunktioner er proportionale: Kender vi én logaritmefunktion,
f.eks. titalslogaritmen, sa kan vi finde alle andre logaritmer ved brug af formlen:
_logx
log, (X) =——
loga
(Det er jo ogsa derfor, at lommeregneren kun har en eller to logaritmeknapper,
nemlig LOG og LN).
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Hjadpesagningen viser, at nd&r man differentierer en logaritmefunktion, s er
differentialkvotienten proportional med %

Nu kan man jo vaae smart og konsekvent bruge den logaritmefunktion, hvis

differentialkvotient er 1, altsé hvor konstanten i I rr(}—I %% Elﬂ)
t

at denne logaritmefunktion netop er den naturlige logaritmefunktion.

=1. Det viser sig,

Man kan overbevise sig om dette ved at beregne gramsevaadien for forskellige
grundtal. N&r man skal beregne gramsevagdier pa denne méde, s er det smart at

beregne udtrykket 109, (l 10 ) (atsd hvor t =107 ) 0g sa satse pa, at dette tal
ligger ted pa gramsevaefdlen.
Vi har
-7
100, 1+10°77) _ 1 442705 (a=2)
10°
log, (1+10°7
095 - ) —0,0102392  (a=3)
10°
men
-7
”‘(11;—_1?) = 1,00000000 (a=e)

Vi har altsa fglgende saaning:

Sagning 25
d
1 —(Inx) ==
) %X( ) »
2 —(log,, x) =
) dx( %a ¥) x:lna
Bevis:
. : . . In(1+t) _
1) falger af hjad pesaetni ngen ovenfor, idet konstanten !(l@rg " =1
2) Her kan vi f.eks. gennemfare udregningerne
Ltog, =L (1= 2 &y =2t = 1
dx = 2 dx Ina’ Inadx X Ina x:lna

0

Eksponentialfunktioner kan differentieres ved at bruge kaadereglen:
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Satning 26
d

1 —(e*) =¢*

) %X( )

2) —(a*)=Ilnaxa* , a>0
dx

Bevis:
1)  Viha, a In(e”) = x
Dette er faktisk en sammensat funktion, idet vi ligesa godt kunne skrive
(Incexp)(x) = x.
Anvender vi kasdereglen, safar vi
L eyt
e
eller
(e")¢=¢e*.

2)  (a¥)¢=(e"")¢=(xIna)®e*!"® =Inaxa*

Né&r man skal differentiere potensfunktioner, dvs. funktioner med forskriften x#,

sa skal man passe lidt pa - definitionsmaangden afhaanger staarkt af eksponenten a.
Vi erindrer fraden geniale exp, pot & log-bog, at

i R ,alN
Dm(x®) = {R\{0},al Z\N,
110;¥[,al R\Z

Saetning 27

d a a-1
—(x?) =axx
dx( )

Bevis:

Beviset gar ud pa at fastlemgge et redlt tal x, og sa se pa, for hvilke
eksponenter a potensfunktionen x® er defineret.
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N& x>0, si e der ingen begramsninger pd a. Ved a bruge
kasdereglen fas, at

(x®)¢= (™) ¢=(alnx)pen? = axd s = axxd !
X

Nar x <0, sd er eksponenten a pisket til at vegre et helt tal. Vi kan da
gere falgende:

(x)e=((- D(- x)7)¢=(- D ((- )*)¢

Bemagk, a n&r x er negativ, s er - X positiv. Ved at bruge
differentiationen ovenfor kan vi nu differentiere videre:

- D*((- 0™)¢=(- (- @(- )* = (- D*(- Da(- )* ' =
a(_ 1)2(_ 1)a-l(_ X)a-l — a>{L><xa'1 — axa-l.

N& x =0, sama a vage et ikke-negativt, helt tal. Hvisa=0, sd er
potensfunktionen  x* den konstante funktion 1, og
differentialkvotienten bliver 0, ogsa for x =0, hvilket passer fint

med formlen.
Hvis a>0, sa ska vi bruge tretrinsraketten til at finde

d
—(x?) ;
dx x=0
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Trin 1: Df =(0+h)®- 0% =h?®-0=h?

a
Trin 2: %:h?:ha'l
Trin 3: Hvis a =1, sa bliver gramsevaadien 1, hvilket passer fint med den

formel, vi skal bevise.
Hvis a > 1, s bliver gramsevaadien 0, hvilket igen passer fint.

)

Bemagk, a hvis a>0, og a ikke er et helt tal, s er udtrykket x® nok defineret
for x=0; men potensfunktionen er ikke differentiabel her. Grunden er jo, at

funktionen ikke er defineret i en omegn omkring 0.

Opgaver

8.1 Bevisformlen

¥x)e=—=
(*/x) e

ved at omskrive til en potensfunktion og differentiere.
For hvilke vaadier af x har formlen gyldighed?

8.2 Man kan ogsavise, af (e*)¢=e" ved direkte at bruge tretrinsraketten. Her

far man dai trin 3 brug for at vide, at
h
. e'-1
[im =1 Se 4.2
m— (Seopgave 4.2)

Brug tretrinsraketten til at bevise, at (e*)¢=¢*.
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5.9 Newton, Leibniz og fysik

Differentialregningen (og dens onde stedbroder, integralregningen) blev
opfundet samtidigt omkring 1685 af englaanderen Isaac Newton (1642-1727) og
tyskeren Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Leibniz var mest interesseret 1 de rent matematiske aspekter af
differentialregningen, sa som tangenter; men  Newton  opfandt
differentialregningen som et teknisk hjad pemiddel indenfor fysikken.

Newton arbejdede meget med den del af fysikken, som kaldes mekanikken, og
som beskadtiger sig med legemers bevasgelse. Som grundlag for mekanikken
fandt Newton fglgende love:

Newtons 1. lov

Et legeme, som ikke er pavirket af nogen resulterende kraft,
vil enten vage i hvile eler bevesge sg med konstant
hastighed i samme retning.

Newtons 2. lov

Et legeme med massen m, som pavirkes af kraften F, vil
accelereres med en acceleration a, som opfylder ligningen

F=mra

Newtons 3. lov

Et legeme, som pavirker et andet legeme med en kraft, vil af
dette andet legeme blive pavirket af en kraft med samme
sterrelse, men med modsat retning.

Og endelig havde Newton sin gravitationsl ov:

Newtons gravitationslov

Tyngdekraften mellem to legemer med masserne m, og m,,

og som befinder sig i afstanden r fra hinanden, pavirker
hinanden med en tyngdekraft af starrelsen
F=G 2L
;

hvor gravitationskonstanten G = 6,67x10" 2 Nm? / kg?

Differentialregningen kommer ind, ndr man skal finde ud af, hvad acceleration og
hastighed egentligt er for noget.
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Forestil dig, at du har en partikel, som bevagger sig en-dimensionalt, f.eks. pa en
ret linie. Partiklens position s kan beskrives som en funktion s(t) - positionen s
afhaanger jo af tidentt.

Hvad er partiklens hastighed, v(t)? Hastighed, der er jo noget med tilbagelagt
ve stragkning pr. tidsenhed, dvs.

Ds
v(t) =—.
(t) ot

Dette er jo ikke saligt ngjagtigt, fordi tidsenheden Dt er for stor. Sa vi lader
derfor Dt gaimod nul, og dt i alt far vi

Saetning 28

En partikel, hvis position er bestemt ved stedfunktionen
s(t), har hastigheden

v(t) = st) :%

Acceleration er jo hastighedsaandring pr. tidsenhed, sa derfor far vi

Saetning 29
En partikel, hvis position er givet ved stedfunktionen s(t),
har accel erationen
dv d?s
a(t)=vQqt)=—=s@t) =—
(1) = V&) =5 = s00) =

Eksempel
For en bold, som kastes lodret opad, kan man opskrive fglgende udtryk for
boldens hgjde s over jordoverfladen:

s(t) =-4,90t% +10 0t +3m
S S

Hastigheden er
v(t) = sqt) =- 9,8t +100
S S
0g accelerationen
a(t) =vgt) =-9,82.
S
Heraf kan man se, a boldens acceleration altid er konstant lig 9,8m2 og
S

hedadrettet. Denne accel eration kaldestyngdeaccel erationen og forkortesg.
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Det generélle udtryk for en partikel, som kastes opad med
begyndelseshastigheden v,, og starthgjden s, er avrigt givet ved

s(t) =- %t2+v0t+so.

Opgaver

9.1 Indenfor fysik stader man pa famomenet radioaktivitet.
Forsgger man at beskrive dette faanomen matematisk, sa finder man
ud af felgende sammenhaang:
N(t) =Ny “

Her betegner t tiden, N(t) er antallet af kerner af et bestemt
radioaktivt stof til tilden t, N, er antallet af kerner til tident =0, og
k er den sakaldte henfaldskonstant, som kun afhaanger af, hvilket stof
Vi betragter.

a Ger redefor, at antallet af kerner aftager eksponentielt med tiden.
b) Gar rede for, at halveringstiden T, er givet ved
_In2
T2 =5
Fysikere taler ogsd om aktiviteten A(t) af stoffet. Starrelsen A(t)

defineres som antal radioaktive henfald pr. sekund til tiden t.

C) Ger redefor, at A(t) =- N(t)
(Vink: Minusset kommer, fordi kernernefor svinder ved henfaldet).

d) Vis, a
A(t) = Ay e M
hvor A, = kN, og vis 0gsé, at
A(t) =k>N(t)
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5.10 Stamfunktioner

Differentialregningens anvendelse indenfor fysik (kinematik), som blev omtalt i
sidste sektion, rejser et fundamentalt problem:

Hvorledes bestemmer man en funktion, n&r man kun kender dens
differentialkvotient?

Dette problem kaldes stamfunktionsproblemet og er udgangspunktet for
integralregningen. Selve integralregningen er en noget kompliceret affaae, som
naturligt herer hjemme pa hgjt niveau, savi skal her ngjes med at snuse til emnet.

Definition 28

Lad f vaae en kontinuert funktion. En funktion F kaldes en
stamfunktion til f, hvis

F(x) = f(X)

Eksempel
Betragt funktionen
f (x) = 3%
Nogle stamfunktioner til f er
F(x)=x% F(x)=x+6  og F(x)=x3-1

Som det ses, har en funktion normalt flere stamfunktioner. Dette uddybes i
nedenstaende sagninger:

Saetning 29

Lad funktionen f have stamfunktionen F. Lad k vaae et
vilkarligt redlt tal. Sa vil sumfunktionen F +k ogsavaaeen
stamfunktion til f.

Bevis:
|det F er en stamfunktion til f, sAgadder der, at F(x) = f ().

Vi skal vise, at funktionen med forskriften F(x)+k er en

stamfunktion til f, og dette gares ved at differentiere:
(F(X)+k)(=F(x) +(k)(=f(x)+0=f(x)
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Gadder det omvendte? Kan enhver stamfunktion fas ved at tage en vilkarlkig
stamfunktion og hertil laggge en konstant.

Hvis definitionsmamngden for funktionen f er et interval, sd er svaret JA:

Satning 30

Lad f :1 ® R vaze en kontinuert funktion, defineret pa et
interval |. Lad F, og F, vage to stamfunktioner til F. SA
findes en konstant k, sdledes at i

F, (x) = F(x) +k, forale x| |

Bevis:
Vi Dbetragter differensfunktionen F, - F. Hvad e denne

differentieret?
(Fo(X) - Fi(x)) = FA(X) - Fe(x) = f(x)- f(x)=0

Idet vi er pd et interval, og de eneste funktioner her, som

differentieret giver O, er konstante funktioner, sa kan vi konkludere,

a

F,(X)- F(x) =k
hvor k er en konstant.
0

Bemagk, a denne sadning ikke gadder, hvis definitionsmaangden ikke er et
interval.

Eksempel
Funktionen
fR\{Q® Rx> -4
X

har bl.a. nedenstédende to stamfunktioner
FR\{0}® Rxi>1+2

og
iL+3x>0
FR\{0}® Rxi>

Men disse to funktioner afviger ikke fra hinanden med en konstant!
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Man plejer at skrive stamfunktioner som ubestemte integraler, f.eks.
¢3x°dx = x> +k

Det lange Sagtige symbol kaldes et integraltegn. Integralet er ubestemt, netop
fordi vi ikke kan bestemme stamfunktionen - konstanten fra sagning 29 og 30
kommer nemlig i vejen.

Enhver differentialregningsregel giver anledning til en integrationsregel - vi ngjes
med at angive de vigtigste:

((FO) +a(x))dx = ¢ f (X)dx+ ¢ g(x)dx
((F(X) - g(x))dx=¢ f(x)dx- ¢g(x)dx
ckf (x)dx =k >¢ f(x)dx

O"dx = L 1x”+l +knt -1

n-+
¢Lax=Inx+k
(gdx=€e*+k

Med disse regler kan man beregne mange integraler:

Eksempel

((2x* +5x- 3dx = 2L X" +5xL X" - 3x+k =

2x°+5x% - 3x+k

51



Opgaver

10.1 Bevisnedenstédende formler. (Vink: Differentiér!)
a) (Inxdx=xInx- x+k  b)  ¢/xdx=2x/x+k

10.2 Bestem nedenstaende ubestemte integraler:

a) ¢ (X - 3x+2)dx b)  ¢8x%dx

) ¢ (4x+~/x)dx d  ¢(e*- 8)dx
e) ((2x7*- 7x %+ 3x M)dx f) ¢ 3dx

0) ¢ X(X® +1)dx o ¢OC+x)dx

10.3 Bestem den stamfunktion F til funktionen f (x) = 3x? + 2, som opfylder,
a F(1)=0.
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5.11 Approximation

Approximation betyder tilneamelse, og differentialregning giver en udmaaket
metode til at beregne tilnaamede funktionsvaadier. Ideen er ganske simpel - vi
ved jo, at tangenten til grafen for en funktion ligger tegt pa selve grafen. Vi kan
derfor tilnaarme grafen med tangenten.

| praksis anvender man ikke denne geometriske sprogbrug. Tangentligningen
omdgber man til det approximerende far stegradspol ynomium:

Definition 31

Lad f veae en funktion, som er differentiabel i punktet x;.
Det approximerende ferstegradspolynomium i x, er
funktionen

P(X) = f (%) (X~ %) + f (%)

Bemagk den store lighed med tangentligningen
y = f(X)(X- %5)+ F(X)
Faktisk er tangenten grafen for det approximerende farstegradspolynomium.

Anvendelsen af det approximerende farstegradspolynomium ligger som sagt i, at
vi let kan tilneame funktionsvaadier.

Eksempel

Lad os beregne tallet (1,00001)°. Vi observerer, at tallet 1,00001
ligger tagt pa tallet 1, og at vi er interesseret i at finde en
funktionsvaardi for funktionen f (x).

Vi finder det approximerende farstegradspol ynomium:

X, =1 f(x)=1(@)=1%=1
f¢(X)=(X2)¢=2X f()=2:1=2

sa
p(x)=2(x-1)+1=2x- 1.

Ergo,

(1,00001)% = f (1,00001) » p(1,00001) =2x1,00001- 1=1,00002.
Dette skal sammenlignes med den eksakte vaardi, som er
(1,00001)? = 1,000020000..
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Nu kan man spegrge sig selv om, hvad brug man har for approximerende
farstegradspolynomier - man kan jo bare tvagre tallene ind pa lommeregneren!
Svaret er naturligvis, at lommeregneren benytter sig af approximerende
farstegradspolynomier og den slags.

| praksis benytter lommeregneren de sdkaldte Taylor-raekker, som er
approximerende polynomier af hgjere grad. Her har man brug for den afledede og
de hgjere afledede i punktet x,. Formlen er

p(X) = f (%) + “X°)<x X) + “"(XO)(X xg) 2o b —0) (g

hvor vi har lavet en n 'te ordens Tayl orudV| kKling omkring X,. Dette vil normalt

vage en ganske god tilnaamelse til funktionen f, og jo flereled vi tager med (dvs.
jo starre tallet n er), jo bedre er approximationen.

£ <xo)

Eksempel
Vi betragter funktionen f (x) = e* med x, = 0. Det er meget nemt at

differentiere denne funktion; vi har nemlig f(”)(x) =¢*, uanset
vaadien a n.

Taylor-ragkken til 5. orden bliver derfor
p(x) =€ +&(x- 0) + G (x- 002 +&(x- 03+ £ (x- 0)* +&(x- 0)° =
x> x® x* X
1+ X+ —+—+—+
2 6 24 120

Lad os beregne tallet e. Vi sadter x=1 i Taylor-rackken og far pa

lommeregneren

e» p) =1+1+—+31+ Ly L —5 7166667
2 120

6 24
Denrigtigevaadi er e =2,7182818..

Tagner man istedet den 10. ordens Taylor-raekke fas

e» 2,718281¢...
som passer med mange, mange decimaler.
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5.12 Newton-Raphsons iterationsmetode

Newton-Raphsons iterationsmetode er en rimeligt genial metode til at lgse alle
mulige dags ligninger. Den kan lgse ligninger numerisk, dvs. den kan producere
er lgsning, som ikke er eksakt, men approximativ. Metoden bygger pa
differentialregning.

Betragt en differentiabel funktion f (x). Vi vil finde et nulpunkt for funktionen,
dvs. et tal x,, sdledesat f (x,)=0. Vi har en anelse om, at dette nulpunkt ligger

| nerheden af tallet x,.

For at finde en bedre tilnaamelse til nulpunktet end x, approximerer vi
funktionen med dens tangent i x,. Vi kan ikke umiddelbart finde nulpunktet for
funktionen, men vi kan sagtens finde nulpunktet for tangenten. Tangentens ligning
er nemlig
y = (%) (X- %)+ f (%)
og forudsat f ((x,)* O (dvs. at tangenten ikke er vandret), sa er nulpunktet
0= F{x)(X- %)+ f(Xo)
g
Fi(x0)%0- T(%0) = Fi(x)x
g
w= 0%~ T00) -, (%)
F &) F&x,)

Dvs. at man kunne formode, at tangentens skaaring med x-aksen
oy (%)
1=Xo -
f (%)
er en bedre approximation end X, til nulpunktet x, .
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Denne proces kunne vi jo gentage eller iterere, og faen endnu bedre tilneamelse

f
X = Xy - ()
fax)
éller endnu, endnu bedre
X3 = X, - f(x,)
fqx,)
dler endnu, endnu, endnu bedre
_ f(x3)
X4 = Xg-
fgxs)

Vi far atsa en rakke tal: Xy, % , X5 , X3, X, , ..., SOmM skulle blive en bedre og
bedre tilnaamelse til nulpunktet x,, .

| praksis skynder man sig at opskrive forskriften for den sdkaldte
iterationsfunktion:

F(x)=x- (x)

og sa beregne
X =F(X5): X =F(X), X3 =F(X,),...
Eksempel
Vi vil lgseligningen

Inx=2- x

Ser man pa graferne for de to funktioner xa Inx og xa 2- x,sa
kan man se, at graferne skager hinanden omkring punktet med x-
koordinaten 1,5.
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Vi dater med a omskrive
1.5 ligningen til den nye ligning

Inx- (2- x)=0

og vi ser, a vi skal finde et
o.% nulpunkt for funktionen

b-e sb s 2 58 F f(X)=Inx- (2- X) =Inx- 2+ X

Vi opskriver iterationsfunktionen

fa(x)=(nx- 2+ x)¢:1+1
X

- _ 2
Fx)=xo 100 o Inx-20xoxinx- 2x4x?
f qx) 1/ x+1 1+x
X(1+x)  xInx- 2x+x* _ x+x° - (xInx- 2x+x*) _
1+ x 1+ X X+1
3x- xInx
x+1

(det er ikke adltid, a det kan betde sig a omskrive
iterationsfunktionen - men her kunne det!)
Som dartveadien x, vedger vi talet fra grafen ovenfor, nemlig

X, =1,5. Ved at iterere far vi
3:1,5- 1,5In1,5
X, =F =F(1,5) = : : '~ =1,5567209
1 =F () =F(19) ===

X, = F(x,) = F (1,5567209) = 1,557145€
X, = F(x,) = F (1,5571456) = 1,5571456

(Det er en god idé at putte talet x, ind i lommeregnerens
hukommelse, ndr man skal beregne det efterfelgendetal x,,, ,).

Det viser sig, at vi alerede efter 3 iterationer far en stabil vaadi pa
1,5571456. Lasningen til ligningen er altsd 1,5571456 med 7
decimaler.
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Opgaver

12.1 Lasnedenstdende ligninger med 5 decimaler.
a  Inx-x+4=0 b) x?-e*=0

12.2 Newton-Raphson's metode virker ikke altid. Forsgg med denne metode i
nedenstaende tre tilfad de.

3 x-€e*=0 med X,=0

b) x3-5x=0 med x,=1

c) e*- /x=0 med x,=1

Havd gik galt?

Tegn i dle tre tilfadde de relevante grafer og undersag grafisk, hvad
der gik galt.

12.3 En anden metode til at Igse ligninger med numerisk, er den sakaldte
bi sektionsmetode. Denne er langsommere end Newtorn-Raphson, men kan
til gengadd brugesi langt fleretilfadde.

Metoden gar ud pa at finde en I@sning til ligningen f (x) =0, hvor f
er en kontinuert funktion.

Man starter med et interval [Xq,% ], hvor f(x,) og f(x,) har
modsatte fortegn. Idet f er kontinuert, sA ma der findes et nulpunkt i
detteinterval. (Hvorfor?).

Sad X, = (Xg +X;)/2 - X, er midtpunktet af det oprindelige interval.
Hvis f (x,) har samme fortegn som f (x,), s& mé& der findes et
nulpunkt i intervallet [ x,,x, ], og i det andet tilfadde m& nulpunktet

liggei [ Xg,X,]-

Vi har nu et interval, som er halvt sa stort som det farste, og hvori
det stadigvask findes et nulpunkt. (Bisektion betyder halvering...)
Fortsadtes pa denne made, sa fas en falge af stadigt mindre
intervaller, hvori der findes et nulpunkt. Pa et tidspunkt er intervallet
salille, at nulpunktet er bestemt med det gnskede antal decimaler.

Tegn graferne for funktionerne i opgave 12.2 (hvis du da ikke
alerede har gjort dette). Find derefter samtlige lasninger til de tre
ligninger vha. bisektionsmetoden. Du skal bestemme |gsningerne
med 3 decimaler.
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5.13 Et hurtigt bevis for toppunktsformlen

Saetning 32

Parablen med ligningen
y=ax’+bx+c ,at 0

har sit toppunkt i
b

(_ _-

2a

b? -

4ac

4a)

Bevis:

Liggerm man pa
parablen til hgjre,
s ser man, a vi har
en vandret tangent i
parablens toppunkt.
Lad os finde x-
koordinaten til
dette punkt: Vi har,
a

f(x) = 2ax+b

0og dette udtryk er
lig nul for

2ax+b=0
g
b
X=-—
2a

N

Dette er altsa toppunktets x-koordinat!

Vi kan séfi ndey- koordi naten ved indsadtel se:

2 b? b?
f-— a-— +b-—+c——-—+c—
(- —)=a( ) ( ) 25 22
b2+4a(:__b2 4ac
4a 4a 4a
0
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5.14 Opgaver

14.1 Nedenstdende er taget fra Samvirke, august 1980. Det er en del af en
artikel af professor Ove Nathan om moderne atomfysik:

Universets alder - et kort sekund

Senest har kvarkfysikken sat spergsmdstegn ved endnu en "hellig ko'
Protonens absolutte stabilitet. Kvark-modellen forudsiger, a protonen
er radioaktiv med en halveringstid pa ca. 10¥ & (et ettal med 30 nuller
efter). Haveringstiden er den tid, der ska hengd, far havddlen & et vigt
antd protoner en sanderddlt til andre partikler. Man kan naturligvis ikke
direkte mdle e tidsum pd 10% & - sdv universets dder (ca. 20
milliarder &) er kun et kort sskund i sammenligning. Men hvis man har
mange protoner, kan man i lgbet af et &stid gare sig hdb om at iagttage
senderdelingen af nogle fa protoner. Forsaget er inden for raskkevidde,
hvis man iagttager ca 10%° protoner, svarende til protonantalet i et
midde stort svemmebasin fyldt med vand.

| disse maneder er den farste forsagsopdtilling til maling & protonens
sanderdding ved at blive monteret i en forladt mineskakt dybt under
Jordens overflade.

Vi antager i det felgende, at kvarkmodellen holder, sdledes at

protonen er radioaktiv med en halveringstid p& 10%° &r.
Angiv en forskrift for den funktion f, der beskriver, hvor mange

protoner der er tilbage til tiden t, malti &, n& der til tiden 0 er 10%°
protoner.
Bestem det approximerende farstegradspolynomium til f i tallet O.

Bestem ved hjadp heraf et skan over, hvor mange af de 10%° protoner
der sgnderdeles i det farste ar, og sammenhold med artiklens
oplysning om dette.

142 | et koordinatsystem har en parabel ligningen y =1x°. Der er givet et tal
t,t1 0.
Bestem en ligning for parablens tangent i punktet P, = (t,1t?).
Bestem en ligning for den tangent til parablen, der er vinkelret pa
tangenten i P,.
Bevis, at de to tangenter skagrer hinanden pa linien med ligningen 'y = - 1.

14.3 Funktionen f er givet ved
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14.4

14.5

14.6

14.7

f(x)=%, x10

Skitsér grafen for f og bestem en ligning for tangenten til grafen i punktet
P =(Xg, T (Xg)).

Om ethvert punkt S = (a,b) i planen gedder, at der gennem Sgér O, 1 eller
2 tangenter til grafen for f.

Bestem for hvert af falgende tre punkter antallet af tangenter gennem

punktet:

) S=(-3 2)  S=(12) 3) S=(0J)
For hvilke talpar (a,b) gar der henholdsvis 0, 1 eller 2 tangenter gennem
S=(a,b)?

Beskriv beliggenheden af Si hvert af detretilfadde.

Funktionen f er bestem ved forskriften
f(x) =x+Inx
Bestem definitionsmaangden for f.
Skitsér grafen for f.
Grafen for f har en tangent, der gar gennem punktet O = (0,0). Bestem en
ligning for denne tangent.
Beregn et gradtal for den spidse vinkel mellem tangenten og y-aksen.
Funktionen f har netop ét nulpunkt x,. Bestem dette med 3 decimaler.

Funktionen f er bestemt ved
X
f (x) X 2)°
Tegn grafen for f, og bestem definitionsmaangden for f.
Grafen for f indeholder to punkter P og Q med andenkoordinat 1. Grafens
tangenter gennem P og Q danner sammen med linien genneg P og Q en
trekant. Bestem arealet af denne trekant.

Funktionen f er bestemt ved f (X) = x + Ix
Bestem vinklerne mellem de to tangenter til grafen med reringspunkterne
A=(1,2) og B=(4,6).

Dansk Standard 1051.1 giver regler for afprevning af forskellige
bygningsdeles modstandsevne mod brand. Bygningsdelene opvarmes i en
speciel ovn, og temperaturen i ovnen skal stige i overensstemmel se med
falgende formel:

T- T,=150:In(8t +1)

hvor

t er tiden i minutter

T er ovntemperaturen i °C il tiden t, og

T, er ovntemperaturen i °C ved prevens begyndelse (t = 0).
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Grafen for temperaturstigningen T - T, som funktion af tiden t kaldes
"standardbrandkurven'.

Skitsér denne kurve for de farste 360 minutter efter prevens begyndel se.

Beregn, hvor lang tid der gar, far temperaturen er steget med 1000° C.

Beregn det tidspunkt, hvor temperaturen stiger med en hastighed C:j—-[(: T9

pa 2° C i minuttet.

14.8 En klassisk made til at beregne tilnaarmede vaadier for kvadratradder p3,
er nedenstaende:

For at beregne +/a sadter man X, =1 (eller en anden vaardi) og beregner
Xy, X5, Xg, .0y NVOr
a
Xis1 =3 (% +X_1)
Bevis denne formel ved at opskrive iterationsformlen for funktionen

f(x)=x*- a.
Anvend metoden til at finde tilnaamede vaadier for /2 og /3.

14.9 Bestem enlgsningtil ligningen
x*+7x%-20=0
som ligger i intervallet[1;2]. Bestem I@sningen med 5 decimaler.

14.10 Beuvis, at ligningen

x* +4x% +4x% - x- 1=0
har en lgsning i [- 1,0]

14.11 En population af vilde kaniner kan beskrives ved formlen
f(p)=6p- —p?
12
hvor

p er antallet af kaniner i et givet ar, og
f (p) er antallet af kaniner naeste ar.

Et & er der p =45 kaniner. Hvor mange kaniner er der det nasste &r? Og det
nasste ar igen?

Hvor stor er populationsstilvaksten, nar p = 45?2.

Hvor stor skal p veae, for at populationen er konstant fra ar til ar?
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14.12 Betragt funktionen f med forskriften
f(x)=x°
Opskriv det approximerende farstegradspolynomium forfi x =2.
Bestem en tilnaamet vaardi for 2,07°

Sammenlign med lommeregnerens vaadi. Hvor stor er den procentvise
afvigelse?

14.13 Bestem de tangenter til grafen for funktionen
f(x)=x*-1
som gar gennem punktet (1;- 3).
(Vink: Kald rgringspunktet for (t,t? - 1) og opskriv tangentligningen).

14.14 Bestem den stamfunktion F til f (x) = 2x+1, som opfylder, at F(3) =0.

14.15 Bestem den stamfunktion F til f(x)=2x- 4, som har linien med
ligningen y = - 2x+ 5 som tangent.

14.16 Betragt funktionen
f(X) = x+/x
Bestem en ligning for tangenten til grafen for f med raringspunktet
(4,1 (4)).
Bestem en ligning for den linie, som star vinkelret pa ovennaevnte tangent,
og som gar gennem rgringspunktet (4, f (4)).
(Denne linie kaldesnormalen til grafen i punktet (4, f (4)).

14.17 Ferstegradspolynomiet p opfylder, a p((x) =5x- 2p(x)
Bestem en forskrift for p.

14.18 Betragt funktionen f :R® R:xa 3¥/x.
Opskriv den differentierede funktion f (. Er denne definereti x = 0.
Tegn grafen for f og argumenter for, at grafen for f alligevel har en tangent
med raringspunktet (O, f (0)).
Hvad er ligningen for denne tangent?
Hvorfor kunne man ikke finde denne tangent vha. differentialregning?
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14.19 Bestem tallet k, siledes at funktionen f med forskriften
ix%- 4x<1
F0=f k x=1
ox-5,x>1

bliver kontinuert i x = 1.
Er f differentiabel i x =1?Bestemi safald f ((1).

14.20 Betragt funktionen
f:]o¥[® Jo;¥[:xa /x
Opskriv tangenten til grafen for f i raringspunktet (t, f (t)).
Bevis, at denne tangent gar gennem punktet (0,3+/t)

14.21 Funktionen f er givet ved
f(x) =3x% - 6x+12

Bestem en ligning for tangenten til grafen for f med raringspunktet
(2,1(2).

Bestem en ligning for den tangent, som har had dningskoefficienten 12.

Bestem en ligning for tangenten, der er parallel men linien med ligningen
3y +27 = 9x

Bestem en ligning for tangenten, som star vinkelret pa linien med ligningen
2y+x-4=0.
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Facitliste

1.1. ¢ Skemaet bar se ud som falger (men afvigel ser kan forekomme):
Xg -3 -2 -1 0 1 2 3
f(xg) 9 4 1 0 1 4 9
fx) | -6 -4 -2 0 2 4 6
1.3
X -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S
f(x) - 0 + + + 0 - 0 +
f(x) + + + - - 0 + +
14
X a b C d e
9(x) + : 0 : +
9¢(x) - 0 0 0 +
16 a y=3(x-D+1 b) y=%(x-9)+3
0 y=(x-4)+2 d  y=;k(x-5+45
1.7 a y=3(x-1)+1 og Yy=12(x- 2)+8
b) 13,67° C) (G;0)
21 Kunf,gogi er funktioner.
22 Dm(f)=R Dm(g) =]0;¥[ Dm(h) =[- 2;¥[
Dm(i) =R Dm(j) =[0;¥[
Alle sekundeamaangderne er R
23  gof:J0¥[® Rix=Inx+2  hof:|0¥[® R:x> x
foh:R® R:x— X goi:]- 4;¥[® RiX>/X- 4+2
f o g kan kun defineres, hvis man aandrer definitionsmaangden:
fog:] 2¥[® R:x In(x- 2)
31 Saning9: f:R\{0}® R\{0} fcR\{0}® R\{0}
Saning 10: g0 ¥[® R gfo¥[® R
32  hdx)=3x
3.3 Ja-sesaning 27
41 a 0,-2,2,-2 b) 0,-2,2,-2 C) jaja jaja
43 Ja
51 a f,h,ogi b) Kuni C) 1(2)=4
61 a  4x° b  21x° o -2x73 ) S=
e  2Jx fy  2€ g  In2:2¥ h  1/x
i)  ix P o ix¥ k' In4:4* )
- In2x(3)”
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

a)

9)

j)

2% - 3 b) 8x C) 3
24%? - 14x e)  14x° +8x f) 12x°+3
2 _ 5, 3 X . X
X+3 h) 45x“ - 24x + o i) 2" +1In3:3
2. 1 X X 3
24x° - 3 K) e In4>4* +3e” ) = +5
3x%+2x- 2 b)  6x+2 )  (3x+5e€*
10x° - 12- £+3x%Inx e) 12x+10
72x° +40x* +36x°+2x%-12 g 6x- x 2+3x?
X X
6Xx2* +6xe* - 2. € £3In25x22% +3x2€”* - IN22% Inx- Inxe*
X X
2 _ -3x -
4x 8x2+3 b) 3X - 4 9 1 i
(x- 1) 3x (2x+3)
-6-%-2Inxe - X% +14x f 2x3 - 3x2 +1
(2x - 1)2 (x? - 3x+6)? (x- 1)°
xe* - e* n eX-xe* 1-x . 2+3- 2Inx
_ = | -
x> e e* (2x+3)?
-3x%- 3
(X4 _ 3)2
3x?- 7 b)  4x3- 3x%- 12x
2 1 x? . x+1 1 x%-4x
B 2 V5, )+ X(- 2 2)
(x-1)° 2x x-2° x-1" 2x° (x-2)
4x3 +22x2 - 16x- 48 9 e"(- 3x- 2+ x+xx- )
(x+4)2 (x- 1)®
f) 8x>- 6x% - 2x- 18+12x!
1/2/x+1 b) 1/ (x- 2 ) 7(x+4)°
x/x?+1 &) -3(x+Inx)"*(x+d)
2 9 (2x+2)@7* T ) Lyfer
Ity ' 12(2x% +2x- M x6x% +3
—X X“ +2X- X< +
Nrear A /AT
1 ) 1 m) i
xInx 2x+/Inx 2X
1 e&
2+/x
1 1 b)

JX+3-4 ‘2«/x+3

2(x% - 2)3x%[2x- 1- —A—(x3- 2)?

c)

2/x-1
2x+1
X
2e* (e* +6) - 2te e - ext!

— d)
24/2x +¢e*
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8.1
10.2

10.3
121

X 8x% +4

In(8x- 1)-
o) X2 +4 8x-1
(In(8x - 1))?
For x* O
3 2
a  ix7-3x +2x+k
c)  2x*+3x/x+K
-3 -1
fy -2x7+Ix"+3Inx+k
4 2 :
h X" +3x“+k i)
F(x)=x3+2x- 3
a 574903 b)
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b)  2x%+k
d) e* - 8x+k
0) 3x+k

1y4 112
3x+2x+k

- 0,70346



Kapiteloversigt

Tretrinsraketten
Trin1l: Beregn Df = f(x+h)- f(x)

Trin2: Beregn %

) . Df
Trin3; Beregn fd(x) = lim—
& ) h®0 h

Regner egler
Sumreglen: (f+9)((x)=f«(x)+g(x)
Differensreglen: (f-9)(x)="1f(x)- g(x)
Konstantreglen: (kf)(x) =k: f(x)
Produktreglen: (f:g)(x)=f(x)g(x)+ f(x)g(x)
Kvotientreglen: (i)(l(x): H()g(x)- f2(x)g((x)
9 9(x)
Kaadereglen: (gof)(x)=gu(f(x)): f(x)
Nogle differentialkvotienter:
d » d 1
N =2 —_ =
= x& 2/x
41 1
dx x~  x2
d 1 d _
—Inx== —Ilog, X = —*x—
dx X dx X Ina
iex =e* —a* =Inaxa*
ax X
ixa = axa'l
dx
Newton-Raphsons iterationsmetode
Xn+1 = Xn - F ()
n+1 n f(I(Xn)
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