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3.1 Introduktion

| dette kapitd skd vi beskedtige os med differentidligninger. | modsadning til dminddige
ligninger, hvis lesninger er td, A er differentidligninger, hvor man skd finde en funktion, som
opfylder en ligning - typisk involverer demne ligning differentialkvotienten & funktionen.

En differentidligning er en ligning & formen
f(x)=2>f(x)
som man dog oftest skriver som

d_y:2y

dx

Den ubekendte i denneligning er funktionen f (eller y, om man vil).
En lesning kunne vaae en & funktionerne

f1(x) = 7e* f(x)=-8"  fy(x) =e®
- ja, faktisk enhver funktion af formen
f (x) = ce®*.

Her er talet ¢ en kongtant - oftest kaldet en integr ationskonstant. Sadanne konstanter
optraeder naesten dltid i differentidligningers lesninger. Man taler om den generelle lgsning
til differentidligningen.

Som regel ved man dog mere om | gsningsfunktionen end bare differentialigningen - man kan
have en begynde seshetingel s, f.eks. af formen
f(0)=23

hvilket er nok til at fastlasgge integrationskonstantens vaerdi. | eksemplet ovenfor vil denne
begynde seshetingel s fastlaagge den partikulaare |@sning

f (x) = 23e*

Vi skd til a starte med a se, hvorledes differentialigninger optraader i naturen. Derefter skal
vi studere, hvorledes man kan | gse differentidligninger, bade eksakt og numerisk.

Opgaver
11  Bevis a enhver funktion & formen f (X) = ce®* er enlemning ti
dy
—Z =2v.
dx y
(Vink: Indszdtelse)



3.2 Dynamiske systemer

Mange famomener i den virkdige verden kan opfattes som sakadte dynamiske systemer.
Det dynamiske ligger hér i, at systemetstilstand ssndrer sg med tiden. Vi giver nogle
eksempler:

Eksempel 1. Henfaldskaede
Den radioaktive isotop Te-131 henfader til isotopen 1-131. Denne henfalder igentil
Xe-131, som er en stabil isotop, og som derfor ikke henfalder yderligere.
Dette kaldes en henfal dskaede.
Problemdtillingen er nu: Man tager 1 kg Te-131. Hvor mange kerner af de
forskellige isotoper er der til stede, nér der er gaet et vist tidsrum? Hvordan udvikler
de forskdlige isotopmaangder Sg med tiden?

Eksempel 2: Reaktionskinetik
Den kemiske regktion
2NO, ® N,O,
foregar faktisk begge veje, sdedes at der vil inddtille sig en ligevaagt. Indenfor
reaktionskinetikken beskadtiger man g med, hvor hurtigt denne ligevaagt
indtradfer.
Problemdtillingen er: Man tager 1 mol NO,, . Hvor hurtigt vil ligevesgten inddtilles, og

hvordan vil gofmaangden af NO, aheange & tiden?

Eksempel 3: Danmarks befolkning
Hvordan udvikler Danmarks befolkning Sg gennem tiden under hensyntegen til
fedsalsrater, dedsrater, ind- og udvandring? Kan man sige noget om Danmarks
befolkning i & 20507

Eksempel 4: @ster sg-tor sk
Hvorledes udvikler @stersa-torskenes antal Sg under hensyntagen til fiskeri,
yngeludsagning, klimaesandringer etc.?

Mange flere eksempler kunne naturligvis nea/nes.

N& man vil studere et dynamisk system, sa skd man lave en model & dette system. En
sddan modd vil typisk besta af fagende dementer:

1) Nogle sysemvariable, som beskriver systemet til tiden t. (Disse
sysemvaiable er dtsafunktioner & t).



2) Et sod koblede differentidligninger - én ligning for hver sysemvariabd.

3) Et antal begyndelsesvaadier og andre konstanter.

Antalet og arten af sysemvariablerne afheanger &f, hvor detdjeret, man vil Sudere systemet.
F.eks. kunne man vadge fdgende sysemvariable:

Eksempel 1:
N, (t) = antadlet a Te-131-kerner til tiden t.
N, (t) =antalet af I-131-kerner til tiden t
N;(t) = antalet af Xe-131-kerner til tiden t

Eksempel 3:
N (t) = antdlet af danskeretil tiden t.

Dette valg giver en meget smpel model, sAi stedet kunne man bruge

M (t) =antdlet af danske meand til tiden t
K(t) = antalet af danske kvinder til tiden t.

Endnu mere detdjeret ville falgende vaae

M (t) = antalet af danske maand (drenge) mellen0og 1 &
M (t) =antallet af danske maand mellen 1 0g 2 &
M,(t) =...

Denne mode ville kommetil a operere med ca. 200 systemvariable og vil maske
blive en anelse uoverskudig. Men en compuiter ville sagtens kunne regne pa den.

Det er normdlt ret bevlet a opstille de koblede differentialigninger i moddlen; men heldigvis
kan man fahjedp af System Dynamics. Dette er en metode, hvor man farst opstiller en
grafisk repraesentation af systemvariablerne, og derefter oversadter dennetil
differentidligninger.

SD-diagrammet for eksempd 1 - henfal dskaaden - ser sdledes ud:



<
<

| dennefigur er der temmdligt mange ingredienser:

Systemvariable angives ved firkantede kasser.

N1 Skriv variablens navn inden i kassen.

—_— File angiver overferelse af 'dof' - et flow.

Vi Vandhaner (som ser sadan ud pa byggetegninger) regulerer
ﬁ overfaresen a 'sof' - en rate

‘ Konstanter angives pa denne méde.
——Kg

Stiplede pile angiver, et informations-flow, dvs., hvorledesen
systemvariabel eler en konstant pavirker en rate.

kq

Andre symboler kan forekomme, bl.a. skyer (i denne bog lipser), som angiver kilder eler
dran for stof.

SD-diagrammet for henfal dskaaden viser dtsd, at der er tre systemvariable nemlig N;, N,
og Nj3. Deto flow-pileviser, a der overfares'stof' fra N, til N, ogfra N, til N,
svarendetil, a Te-131 henfader til 1-131 og at 1-131 henfalder til Xe-131.

Deto haner viser, a strammen A, fra N; til N, afheager f N; og konstanten k;, og a
sragmmen A, afhaager & N, og konstanten K, .

Bemaak, a diagrammet ikke fortedler, hvorledes strammene Ay og A, afheanger &
Nl, NZ, kl (g k2.



For a kunne opdtille sysemets differentidligninger, skd vi kende disse udtryk; fra
fyskundervisningen vides, at

A =ki>N; og A, =k > Ny.
Den typiske differentialigning ser sdedes ud: For hver systemvariabel N fas ligningen

dN _ . ] ]
E—(ln flow) - (out - flow)

Hver flow-pil ind til varigblen giver dtsa et positivt led, og hver flow-pil vak fravariablen
giver e negdivt led.

For henfa dskaaden fas derfor differentidligningerne:

dN dN
d—t1:-klN1 d—t2:klN1- ko N,
dN;
—2=k,N
ot 2 N>

Endelig ska man, for a kunne |ese disse koblede differentidligninger, have fastlagt
vagdierne for de to konstanter k; og K, , samt startvaardierne for maangderne af de to

isotoper, dvs. N;(0), N,(0) og N5(0).

N& man s endelig har faet opdtillet modellen, sA skd differentialigningerne lgses og
modellen studeres. Det vil vi komme meget mereind pai de naeste afsnit, sa her vil vi blot
bemaake, a man kan gare 3 forskdligeting:

1) Man kan |zse differentialigningerne eksakt.
2) Man kan | g=e differentidligningerne numerisk.
3) Man kan lave en kvditativ andyse.

En eksakt (dler andytisk) lesning af en differentialigning er ganske Smpdlt en
|gsningsfunktion skrevet op som funktion, mens en numerisk |gsning er |gsningsfunktionen
opskrevet som en tabel af (gpproximerede) funktionsvegrdier. Det kan betde sg at
sammenligne med integralregningen - man kunne jo udregne et integral eksakt eler
gpproximativt.

Kvdlitativ andyse gar ud pa a sige noget generdlt om | asningsfunktionen uden at lese
differentidligningen. Betragter man f.eks. differentidligningen

dy _ »

2 = +1
dx y



savil man opdage, at

dy>
—>0
dx

uanset vaadien & y. Dette betyder dts3, at en lasningsfunktion vil vaare voksende.

Opgaver

2.1

a Opstil et SD-diagram for Danmarks befolkning (eksempd 3).
Vadg moddlen med de to systemvariable M og K.

b) Gar nogle antagel ser om, hvorledes fertiliteten og mortaliteten afheanger af M og K.
Opdlil derefter de rdlevante differentidligninger.

C) Hvilke mangler har den opstillede modd ?

2.2 Viskd nu kvditaivt undersage forskellige aspekter af  differentialigningerne for
henfal dskaeden.
Vi antager, a N, (0) = N3(0) = 0, dvs. & vi starter med en vis maangde ren Te-
131, som s henfader.

a Gar rede for, a funktionen N, er en aftagende funktion.

b) Ger redefor, at N4 er en voksende funktion.

C) Gar redefor, a N, farst vokser, men derefter stagnerer og derefter gér imod O.

Hvilken betingelse kan du give for, hvorn& N, er maksma?

2.3  Med computerprogrammet DY MOS kan man |gse differentialigningssystemet fra
opgave 2.2 numerisk. Prov dette og observer, om din l@sning passer med deting, du
beviste i opgave 2.2.

(Man kan f.eks. sadte N;(0) =100, og k; =k, =0,01).



3.3 Separation af de variable

| dette afsnit skd vi studere en af de mest anvendte mader a |ase differentidligninger pa-
separation af de variable. Metoden virker pa differentialigninger af formen

Y= 109509)

Falgende kan derfor 1gses ved brug af denne metode:

dy x+1 X+1

d_y:_xy2 (f(x) =222 g 9(y)=y?

X X X

%:sinx (f(x)=sinx og g(y)=1

dy _ y =Y

2 =_)r f =1 =—

Ty (f (X) og  g(y) Iny)
men ikke

dy

— =X+

dx Xy

idet hgjresiden ikke er et produkt af to funktioner, hvor den ene kun afheanger af x og den
anden kun &f .

Selve metoden er beskrevet i fagende ssaning:

Saning 1 (FS)

Lad f og g vaae kontinuerte funktioner, lad f vagre defineret pa
intervallet | og g pdintervalet J, og anteg, at

ag(y)r 0 , for yl J
Lad

F(X) = ¢ f (x)dx

og
1

G(y)=O——d

(y) s

SAvil G have en inversfunktion, og lesningen il differentialigningen
vil vege

y=G (F(x)+k)
hvor k er en integrationskonstant.

Bevis:



Vi deler beviset op i flere dde
1) G har eninversfunktion:

Idet g er kontinuert pa et interva og forskelig fra 0 pa dette interval, savil g have
konstant fortegn pa dette interval.
Dette betyder, at

1
G -
W=

ligeledes har konstant fortegn pa J, og G er derfor monoton.
En monoton funktion er injektiv, og en injektiv funktion har dtid en invers funktion.

2) y=G Y F(x) +k) e enlemingtil differentialligningen:
Vi regner ensbetydende:
y=G H(F(x)+k)

G(y) = F(X) +k
G(y)- F(X) =k
(G(y)- F(x))(=0

G(y)>y¢- F{(x)=0

=R R — R —

1
- f =
gty Y& T0=0

1
N =f
oty Yo T

y(=f(x)>g(y)

Dette beviser sagningen.
0

Bemeak, a saningen ikke udtader sg om de singulagre tilfadde, hvor g(y) = 0. Disse
tilfadde ska undersages separat. Vi giver eksempler herpa senere.

| praksis gar man ikke rundt og husker pa saning 1's ordlyd - i stedet g& man mere direkte
til vaaks.



Eksempel
Differentidligningen

y: 2X
dx 1+tan’y

kan | gses pa fd gende méde:

dy  2x
dx  1+tan?y
g
(1+tan? y) dy = 2x dx
g
¢(L+tan® y)dy = ¢2x dx
g
tan(y) = x% +k
(i

y = arctan(x® +k)

Dette giver den generdle lasning; men bemagk, & vi intet har sagt om
definitionsmaangden for lasningen. Dette er dog rimeligt let for denne
differentidligning:

g(y)=1+tan’y1 0 uanset vaadien for y

sader er ikke nogen singulagre tilfadde. Endvidere er definitionsmaangden for
funktionen arctan memngden & dleredletd, R, sa definitionsmamngden for
lgsningen er ligdedes R .

Generdt vil definitionsmaangden for lesningen afheange af integrationskongtanten k.

Den opmaerksomme laeser vil nu undre sig over, hvorfor der kun optradte en
integrationskongtant - vi beregnede jo to ubestemte integraer.
Svaret er, at integrerer man, safas

(A+tan®y)dy=¢2xdx U tan(y) +k = x> +k,
hvor bade k; og k, er integrationskonstanter. Men vi kan samle begge konstanter i
én - betegnet k - ved at subtrahere k; pabegge sider af ligningen og skrive

k=K, - kg

Generdt er det tilladt at haarge integrationskongtanterne rimeligt meget - de er jo
(forelgbigt) ukendte, og ganger man noget ukendt med f.eks. 2, s er resultatet jo
stadigt ukendt. Men man ska stadigvaek passe pa med, hvad man ger.

10



Regnet opgave

Givet: Differentidligningen % =Xy

Find: Denlgsning f, som opfylder,a f (1) =€

Svar:  For det farste observerer vi, a den oplyste y-veaadi er e. 1det funktionen g
ergivetved g(y) =y, e g(e) =e?! 0.Vierdtsdikke i det Sngulazre

tilfadde.
Vi integrerer som far:
Y
dx
g
1dy = xax
g
N \
O;,dy: Oxax
g
Injy| =4 x* + k
g

|Vl = exp(3 x* +k)
Vi indsadter nuinformationen f (1) = e, dvs. vi sater X =1 0g y =€:

ld = exp(£ 22" +k)

In(e) =3 +k

1- 1=k
Alts3, k=1.
Enddig skd vi finde definitionsmaangden for lgsningen. Kravet er her,at y* 0. Idet
vores sartbetingelse var, at y = € (for x =1), sAmay vaae positiv. Vi kan derfor
glemme det irriterende numerisk-tegn. Endvidere ser vi, a definitionsmaangden for

lgsningen er deredletd - uanset x's vaadi vil udtrykket exp(% x? +%) vage
veldefineret og positivt.

11



Lasningen er derfor

f(x)=exp@x®+3d) , xI R.

Eksempel
Vi skd findetrelgsninger f, g og h til differentidligningen
d_y = lz , X>0
dx x

Disse lgsninger skd opfylde ligningermne
f(1)=0 g =1 h(1) =-3

Vi gtarter med a finde en forskrift for f. | begyndelsespunktet (1,0) er y =0, SAvi
er i undtagel setilfaddet til segning 1 - det sngulagretilfadde - og l@sningen bliver den

kongtante funktion
f(x)=0, x>0
(Man kan kontrollere ved indssdtelse, at f faktisk er en lgsning til
differentidligningen).
Ved béde g og h er startvaardien for y forskellig for O, SAvi kan separere de
vaiable

Q_y

dx  x2
g

dy _

y X
g

Jdy L dx

Oy "9
g

iy =-3+k
)

|V = Cexp(- 1 (C=€")

For g gedder, at g(1) = 1, hvilket ved indsadtelse giver
=Cexp(-1) U C=e

Endvidere er vi i den situation, hvor y > 0, sA numerisk-tegnet kan ignoreres.
Lesningen bliver derfor

12



g(x) = eexp(- 1) = exp(1- +

Det ses, a g(x) >0 for x> 0, SAdefinitionsmeangden for lesningen g bliver
Jor¥.
Ergo,

g(x) =exp(1- 4) , x>0

Ved hindszter vi ogsa betingesen h(1) = - 3 for a finde integrationskonstanten
C.vVifa

-d=Cexp(-) U C=3e

Idet y <0 i dettetilfadde, kan numerisk-tegnet erstattes med - vy, og vi far
- y=3eexp(- £

Igen er hgiresiden forskellig fra0 for x > 0, sAlesningen bliver

y=-3exp(1l- 1) , x>0

N& man skd finde definitionsmeangder, SAer en god tommelfingerregd, a

definitionsmaengden skal altid veare et dbent interval!

Eksempel
Vi vil findelganingen f til differentialigningen
dy_y*
dx x?2

som opfylder f (1) = 2.

Farst separerer vi, idet vi ikke er | det Sngulaaetilfadde:
2

dy _y°
dx x?2
)
dy dx
v X2
)
Jdy _ . dX
0;-07
y X
)
_1:__+k
y X

13



1 -1
=(=+Kk
y (X )

Viindssternu x =109 y=2 ogfa

N

2:(5+k)'1 0 lo14k 0 k=-
1 2
Forskriften for f er derfor

=62

Men hvad er definitionsmaangden?

f (X) erikke defineret, ndr nearneren er lig 0, dvs. for x =2. Men f (X) er heler
ikke defineret for x =0 - netop fordi differentidligningen ikke giver mening nér

x =0.

Idet Dm(f) skal vageet interva, er der derfor 3 muligheder:

|- ¥:00,]0:2 og]2;¥|
Idet betingelsen paf er, a f (1) = 3, vedger vi det intervad, hvori x-veardien 1
ligger. Ergo er forskriften

f=- 1, 0<x<2
X 2

Vi bemaaker, at der er to specidletilfadde af separation af de variable:

Saetning 2 (FS)

Lesningen til differentidligningen

dy
2 =1
dx (x)

er givet ved
y=F(x)+k

hvor F er en samfunktion til f, og k er en integrationskonstant.

14



Bevis:
Vi anvender saning 1 med g(y) = 1. SAbliver

G(y) = %dy: gy=y

og
G H(x) =x
o]

Alternativt kunne man jo Sige, a her skd vi bare finde en samfunktion til en given funktion.

Satning3 (LS

Lesningen til differentidligningen
dy _

o acy)

er givet ved
y=G1(x+k)

hvor G er en samfunktion til % og k er en integrationskonstant.

Bevis:
Dette er saaining 1, men med f (X) =1 og dermed

F(X) =¢f(x)dx=x+k

Eksempel

Lasningenf til differentidligningen % =— med f (1) =2 findes

< |k

Vi separerer de variable:

dy 1
&y
g
ydy = dx
g
cydy = cdx
g
1y?=x+k

15
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3.2

o)

3.3

y=+/2x+k

Idet den opgivne y-vaadi er lig 2, sa skrottes minus-tegnet. Indsadtes X = 1 og

y = 2, safésfdgende ligning for k:
=22+k 0 k=2
Forskriften for f er derfor
f(x)=~2x+2

og idet indmaden under rodtegnet er positivt for x > - 1 faslesningen

f(x)=+2x+2 , x>-1

Opgaver

Vis at lesningen F il differentidligningen % =f(x)
X

opfyldende F(Xy) = Y er givet ved
FO=yo+q Tt

Les fdgende differentialigninger med begynde seshetingd ser. Husk
definitionsmaangderne

g—i:xzyz, f(1=1 b) j—i:xcoszy,
d—i:%, h(-e)=-1 d) %:X—ys, i2=0
g—izsinx, k(p) = 2x f) g_i:(m);)z’l(o):e
Yoo, mo=0 n o D=y,
STy =22 ) eyt

Find detre lasninger f, g og h til differentialligningen

16
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35

gle

:X’xlo
X

som opfylder
f()=0 g(h=1 og h(-1) =1

Man kan ofte finde gpecidle lesninger til en differentidligning, f.eks. polynomidle
|gsninger, ved indssdtelse:
Betragt differentidligningen

%:y- X%+ X+2

dx
0g betragt endvidere andengradspolynomiet

f (x) =ax? +bx+c
Besem tdlene a, b og ¢, sdledes a funktionen f bliver en lesning til
differentidligningen.

Bestern samtlige andengradspolynomier, som er Igsninger til differentidligningen
xy(- 2y+x=0

17



3.4 Veekstmodeller

Vi vil nu studere forskellige former for vakd.
| den smpleste vackstmoddl er der én systemvariabel, N, og to méder, hvorpa N kan andre
sig pa- N kan gges ved a der tilferes stof fraen kilde viahanen F, og N kan mindskes ved

at stof fratagestil et draan viahanen M. Hanerne F og M kontrolleresaf N og af en rakke
uspecificerede sysemvariable, her kadet a, b, ¢ .... SD-diagrammet far sdedes udseendet:

(s ) 0 | (ome)
F M

ab,cde,...........

Nogle eksempler pavakst er

1) N = Danmarks befolkning
F = fadsdgaten (fertiliteten)
M = dedeligheden (mortaiteten)

2) N = antal bakterier i en romkugle
F og M er igen fertiliteten og mortaiteten

3) N = antal atomer af en radioaktiv isotop
M = aktiviteten af denneisotop
F = den hastighed, hvormed systemet tilferes atomer (er muligvislig 0).

De mest interessante vaskstmodel ler, og dem der er |ettest at studere, er de sakaldte
autonome systemer (autonom = salvbestemmende). Et autonomt system er et system, hvor
deforskelige haner etc. ikke styres dler influeres & tiden.

Differentialigningen for et autonomt vakstsystem er generdlt

dN _
- =F(N)- M(N)

hvor vi naturligvisikke umiddebart kender udtrykkene for F og M. Men det vigtigste her e,
a vi har en differentidligning af formen

dy _
&—Q(Y)

(hvor vi har ergtattet N med y og t med x).

18



Vi vil |gse denne differentidligning for forskelige funktioner g. Vi giver en oversgt:

g(y)=a giver lineser vaekst

a(y) = ky giver eksponentiel vakst
g(y)=ay+b giver begramset eksponentiel vakst
ag(y)=y(b- ay) gve logistisk vakst

Vi darter med den linesare og den eksponentielle vakst:

Saning 4 (LS
Den fuldstandigelganing til y(=a er

y=ax+b

hvor b er en integrationskonstant.

Bevis:
En ova s

Satning 5 (FS)
Den fuldsteandige lgsning til y(= Ky er
y=Cx
hvor C er en integrationskonstant.

Bevis:
Idet vi vil bruge integration ved substitution, saska vi dele lesningen op i 3 tilfadde,
dt efter om hgiresiden ky er positiv, nul dler negativ. Dette er jo det samme som at
dele op efter fortegnet for y:

1) y=0

Dette er det lette (og Singulaae) tilfadlde - hvisy er lig O, sareducerer
differentidligningen til

19



2)

3)

y(=0
om sraks | gsestil
y = konstant

Denne konstant majo veae 0, fordi y var 0.

Ergo er lasningen

y=0=0%x" = Cx®

med C =0.
y>0
Vi separerer de variable:
dy _
il
g
Ly = kdx
y
g
1 \
0§dy:d<dx
g
In|y| = kx+c
g

|y = e = Cce™

(c er en integrationskonstant)

(C=¢€°

Menvi ved, a y >0, sAvi kanh med det samme skrotte det irriterende numerisk-

tegn.
y<0

Dette tilfadde minder meget om tilfadde 2 - vi kan i sdgste ende ikke tillade os at
skrotte numerisk-tegnet - men til gengadd far vi ligningen

- y: Cekx
dler

- CekX

Men vi kan tillade os at ergtatte den ukendte integrationskonstant C med den ligesa

ukendte - C, hvorved ligningen bliver
= - (- Ce*) = ce

20



Lesningen til differentidligningen

dy _
o=k

ses dtsa at vagre den eksponentielle udvikling
y = Ce*

Indenfor matematik foretraskker man at skrive eksponentielle udviklinger pa formen
y=bxa*

og Vi f& atsd sammenhaangen
a=¢ek

melemaog k.

Eksponentielle udviklingers egenskaber turde vaare velkendte, savi omtaer dem ikke
yderligere.

Bemaak dog, a det er meget let at undersage, om et givet tamateriale vokser linesat eller

eksponentielt - vi indtegner bare tdmateridet pa dminddigt millimeter-papir eler pa
enkdtlogaritmisk papir (ELK) og ser, omvi far enret linie.

SAlet er det ikke med de to andre former for vakst:

Saetning 6 (LS
Lesningen til differentidligningen

g:ay+b , at o0

dx
e o formen

b
:Ceax__
y a

hvor C er en integrationskonstant.

Bevis:
Igen skd vi opddei tretilfadde:

1

<

1

1
Q| T

21



2)

3)

dy

Her er hgjresiden 0, og dette betyder, at ix er en kongtant. Men denne kongtant er
jo - g, sAvi s, a dette er en lgsning til differentidligningen.

Vi kan skrive denne lgsning paformen y = Ce™ - g ved at sedte C =0.

b
y>- =

a

Nu er hgjresiden forskdllig fra 0, savi kan separere differentialigningen:

Ly
an+b o

lIn|ay+|o| =x+k
a
lay +b| = aexp(x + k) = Ce* (C=ae)

Vi eri det tilfadde, hvor indmaden i numerisk-tegnet er positiv, SAvi kan
droppe dette tegn:

N&r denne type differentidligning optraader i praksis, sder a < 0. Dette betyder, at vi far en
haammet vaekst

Eksempel
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| en atomreaktor dannes der hele tiden atomkerner af den radioaktive isotop Xe-
131 med kongtant hastighed b. Samtidigt henfalder disse kerner med hastigheden
k> f (t), hvor k er henfadskonstanten for Xe-131og f (t) er antallet af kerner til

tident.
Til at starte med er der ingen kerner, dvs. f (0) = 0.

Hvordan udvikler f (t) sg?

Vi starter med a opskrive differentidligningen
df (t) _

—7=b- kxf(t
Tt (t)

Den generdle lgsning er umidde bart

fy=ce™- P —cekt sl
Tk K

og anvender vi begyndelseshetingesen f (0) = 0, safas

o:ce°+% U C=-

~| o

Lesningen er dtsa
b b

k_Db -kt
—_ =_—_(1-
e k( e")

fO=r- o

Det ses, at
b

f(t)®E for t® ¥

- man Sger, a funktionen f bliver madtet med madningsgrad E

Nedenfor er vist grafen for f med vaadierne b=k = 1.
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II.}.?

Endelig har vi den | ogi stiske vaskst:

Saning 7 (FS)
Den logidiske differentidligning
Y - yb-ay) , a>0,b>0
dx
har den fuldstasndige lesning
a) y=0, xT R
b
b =—, Xl R
) y=3
0) —Lab, xT R
1+Ce ™
b/a InC
d =, X>—
Y 1- Ce™™ -b
e) :—b/a X<|n_C
1- Ce™™’ -b
hvor C > O er en integrationskonstant.
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Bevis:
Vi ska ddeopi hele5tilfadde, at efter fortegnet for hgjresden y(b - ay) . Disse

tilfedde er

a) y=0

b y=%
 O<y<?®
d) y>%

€) y<0

Vi betragter kun tilfadde ), idet dette er det interessante tilfadde.

Vi laver separdion & de variable:

dy

—=y(b- a

o Y- )
L:dx
y(b- ay)

Vi har nu brug for at vide, a

111, 1
yb-ay) by 2-y
hvilket let kan bevises ved at sadte hgjresiden pa fadlesnearmer.

)

11 1
= (= +p)dy = o
b'y 2-vy
i
11 1
O (S + )y = ¢
y 2-y o
()
Snly]- 18-y = x+k
b a
i
In—b|y| =bx+k
5-y|

b .. . . o
Idet 0<y <2 kanvi ignorere numerisk-tegnene, og vi far

. Y _ gbxk
a Y
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0
(C=e)

g
3- ]_:Ce'bx

ay
0
b

ay

1+ Ce ™

g
y= b/a
1+Ce-bX

Nedenfor er vist en typisk lgsningskurve til den logistiskevakst (a =b=C =1)

llll};l
o.g
o.&
0.
0.z
] -4 -z E 4 & ‘;
Som det ses, har grafen to vandrette asymptoter:
Satning8 (LS
Den logistiske kurve
b/a
=—— ,a,b,C>0
Y lrce ™
har de vandrette asymptoter med ligningerne
b
y=0 0g y=—
a

Bevis:
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Vi viser faktisk, a
b/a

—1+Ce‘bx X® -¥

® 0 for
og
L@E for
1+Ce™  a

X® ¥

| det frtetilfaeddegar X ® - ¥ , hvilket betyder at - bx ® ¥ ogneavneren
vokser derfor ubegraansat, hvorimod tadleren holdes kongtant.

| det andet tilfadde g X ® ¥ , - bx® - ¥, hvorved € ™ ® 0. Naavneren gér
atsdimod 1.
o]

Tolkningen af dette resultat er, a b/ a angiver den gvre graase for en population, som
vokser logistisk.

Eksempel
| tabellen nedenfor er angivet USA's befolkningstal i tusinder i perioden 1790-1950:

1790 1800 1810 1820 1830 1840
befolkn. 3929 5308 7240 9638 12866 17096
1850 1860 1870 1880 1890 1900
befolkn 23192 31443 38558 50156 62948 75995
1910 1920 1930 1940 1950
befolkn 91972 105711 122775 131669 150697

Grafen for disse data er angivet nedenfor - x-aksen angiver anta & efter 1790 og y-
aksen befolkninggtalet i tusinder.
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Grafen ligner en logistisk kurve, og det interessante er nu, hvilke kongtanter a, b og
C, som giver den bedste tilpasning til kurven. Idet der er hele 3 ukendte variable, sa
er dette ikke helt nemt. Falgende metode kan bruges:

1) Find haddningen y( af tangenten til kurven i hvert datapunkt.

(Tangenten tegnes pa bedste beskub)
2) Plot yvq:somfunktionac y padminddigt mm-papir. Bestem a og b ud fra

den bedste rette linie.

(Den logidtiske differentialigning kan omskrivestil y7¢: b- ay)

3) Plot %- 1 som funktion & x paenkeltlogaritmisk papir og bestem
y
kongtanten C.

Denne sdgte grafs retlinethed bestemmer, hvorledes modellen passer med
mdledataerne.

Gennemferes dette program, sa fas
2 » 197200

hvilket tolkes som, at USA's befolkning maksimalt kan vaare pa 197200000, dvs.
pa 197 millioner.
Dette holder dog ikke, i 1980 var USA's befolkning pa 226,5 millioner.
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Dette kan man forklare ved, at den kraftige mekanisering af USA'slandbrug i
efterkrigstiden har @get maangden af ressourcer og dermed baaeevnen for USA's
befolkning.

Tilsvarende undersagelser kan naturligvis gennemfares med talmateriale, som man formoder
fager en haammet vakst.

Opgaver
4.1  Nedenstdendetabd viser, hvorledes Fargernes landbefolkning har udviklet sig Siden
ar 1900:
ar befolkning
1900 13600
1910 15900
1920 18900
1930 21000
1935 22100
1945 24800
1950 26100
1955 26300
1960 27200
1966 27400

a) Eftervis, a der er tde om en logistisk vakst og find en forskrift for denne
vakst.

b) Forudsig den maksimae landbefolkning pa Feargerne.

4.2  Enfunktion f opfylder, at
f (x) =10>f (X)>(w- 10f (X))

hvor w er en ukendt konstant.
Endvidere har grafen for f de vandrette asymptoter med ligningerne

y=0 og y=20
Endelig gadder, a
f(0)=10

Bestem en forskrift for funktionen f.
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3.5 Anden ordens differentialligninger

Vi ska nu undersage anden ordens differentialligninger. Dette er differentialigninger, som
involverer bade funktionen sdalv, den afledede og den dobbelt afledede af funktionen. (Vi vil
dog ikke hér se pa eksempler, hvori den afledede optraader.)
Sadanne differentialligninger optragder kun addent indenfor dynamiske systemer, mentil
gengadd i hobeta indenfor fyskken. Hvorfor nu det?
Newtons 2. lov siger, at en partikel med massen m, der udsadtes for en kraft F, vil bevaage
g med accelerationen @, og der gadder ligningen

F=ma
Men accel erationen er den dobbelt afledede af stedfunktionen X(t) , sAvi f&

a’x _F

dt> m
- en anden ordens differentidligning!

Vi vil studereto typer a anden ordens differentialigninger. Den farste er nem nok:

Saetning 9 (LS
Differentidligningen
d2
2 =9

har den generdlle lgsning

f(X) =G(x)+ kx +1
hvor k og | er konstanter, og

G(x) = ¢(cg(x)dx)dx

(g integreret to gange).

Bevis:
Vi indsaeter funktionen f i ligningen og far

fa(x) =g(x)
Denne ligning integreres

¢ f ®x)dx = ¢ g(x)dx U f€x) =G, (X)+kK
hvor G, er en samfunktion til g, og integreresigen

¢ F &x)dx = ¢ (Gy(x) +K)dx+]

30



hvilket er det samme som
f(X) =G(x)+kx+1.
Bemaak, at fordi vi integrerede to gange, safik vi to integrationskonstanter, k og 1.
o]

For at finde en partikulae lzsning f til en sadan differentidligning skl vi dtsd haveto
oplysninger om f - traditionelt anvender man et af falgende:

1) f er fastlagt i to punkter:

f(%)=Yo o9  T(x)=y
2) fog f Cerfadtlagti et punkt:

f(x)=Yo 09  fdXx)=vp

Der findes dog mange andre muligheder!
Dette er typisk for anden ordens differentialigninger - i den generdle lgsningsformd
optraader to kongtanter, som man skd fastlaagge med to betingd ser.

Eksempel

En partikel med massen m bevager g i Jordens tyngdefelt. Til tiden O befinder den

sg i hgden hy over Jordens overflade. Dens hestighed her er da V,,. Bestem

partiklens hgjde h som funktion &f tiden t.
Tyngdekraften F paen partikel med massen m er som bekendt lig

F=mg
hvor g er tyngdeacce erationen. Differentialigningen bliver derfor

hvor g ikke afhaanger af hverken h dler t. Integreres to gange fas
h(y) =3gt° + Kt +1

0g indsadtes begyndel seshetingel serne
h(O)=h, og h¢(0) = v,

o

fes
| =hy og K=vg.
Den sagte lgsning er da
h(t) =3gt® +vet +hy
- en frafyskundervisningen velkendt forme.
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Den anden type differentidligninger, vi skal studere, optrader indenfor fysikken i forbindelse
med bl.a. svingninger. VI garter med |gsningsformlen:

Saetning 10 (FS)
a) Differentidligningen
d’y _ 2
y: key , kO
har den generdle lgsning
y=ce®+ce ™

hvor ¢, og C, er integrationskonstanter.

b)  Differetialigningen

har den generelle lgsning
y = ¢ Sin(kx) + ¢, cos(kx)
hvor c; og C, er integrationskonstanter.

Vi bemagker, a i beggetilfadde har differentialigningen faktisk formen
y«=Ky

og at forskellen mdlem deto tilfadde kun ligger i fortegnet for K. Vi |@ser derfor begge
differentidligningerne under &.
For a kunne bevise lgsningsformlen ovenfor har vi brug for adskillige hjedpesagninger:

Sagning 11
a) Hvis funktionerne f og g begge er lesninger til differentialigningen
y«=Ky
saer f + g ligdedesen lesning.

b) Hvisf er en lganing til differentidligningen
y«=Ky
saer a>f ligdedesen lgsning, hvor a er e vilkarligt tdl.

Bevis:
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a) Idet béde f og g er Igsninger, A gadder, at
fx)=K>f(x) og gu(x) = K>g(x).
Vi kan nu undersage, hvorvidt f + g er enlgsing:
(f +9)Ux) = f X) +g«(x) = K> f(x)+ K>g(x) =

K>(f (%) +9(x)) = K>(f +9)(x)
Sa f +g eenlgsing!
b) Idet f er enlgsning til differentialigningen, sa gedder, a
fa(x)=K>f(x)
Vi undersager, hvorvidt a> f er enlgsning:
(@ f)ux) =a>fa(x) =a>K>f (x) = K>(a>f (x))

Sda>f eenlgming!

Sadningen ovenfor viser dts3, at vilkarlige linearkombinationer, dvs. udtryk af formen
a,f,+a,f, +agfy+..
er leninger til differentialigningen, nér blat f, f,, f3,... erlaninger.

Vi indferer nu den sékaldte Wronski-determinant, opkadt efter den polske matematiker
Jozef Maria Wronski:

Definition 12

Lad f og g vaae differentiable funktioner. Wronski-deter minanten
W(f,Qg) erfunktionen

W(T,9)(x) = f(x)>g(x) - f(x)>g(x)

Navnet Wronski-deter minant kommer af, at man kan skrive

_ 1T 9(x)
W(T.9)(x) = T () g&x)- TAX)9(x) = €) gix)
Eksempel
Lad funktionerne f, g og h vaae givet ved
f (x) = x? g(x) = sinx h(x) = e

Nogle Wronski-determinanter er da
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f 2 g
W(f,g)(x) :‘f (((>:<)) gg((())(()) = )2(x ins):(l: X% CosX- 2XsinX
W(g,h)(x) = 90) - h(x)|_Jsinx e* =e*snx- e*cosx
g%x) h&x)| |cosx e*

Bemagk, at Wronski-determinanten generelt selv er en funktion.

Definition 13
To funktioner f og g kaldes linesart uafhaangige, hvis ligningen
a>f(x)+b>g(x)=0 (for dleveadier &
X)

medfarer, at konstanternea og b begge er 0.

Linesat uafhaangige funktioner optraeder gaddent indenfor dmindelige regnerier, men det er

et vigtigt begreb indenfor differentidligninger.

Eksempel
Betragt funktionernef, g og h givet ved

f(x)=x*> g(x)=x+1 h(x) = 2x?

Funktionerne f og g er linesat uafhaangige, thi lad os antage, at vi har fundet nogleta

aog b, sdledes at
a>f(x)+b>g(x)=0

for dlevaadier o X.
Mensadtervi X =0 safés

axf (0) +b>xg(0) =a*0* +bx=b=0
og sdtervi X =-1 safés
axf(-1) +bxg(- ) =a(- D*> +bx0=a=0

Alti dt ses, at bddeaog b er 0.
Funktionerne f og h er derimod linesat afhaangige - f.eks. kan man sadte
a=-2o0gb=1.Hevedfds

axf (x) +bxg(x)=-2x%+2x* =0
gaddendefor dlevaadier o x.

Sammenhaangen melem Wronski- determinanten og linesa uafhaangighed er at finde i
fagende sadning:
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Saaning 14

f og g er linesat afhaangige
g
W(f,g)(x)=0 fordlex.

Bevis:
f og g er linesat afhaagige
)
der findestd a og b, som ikke begge er 0, sdledes at
a>f (x)+b>g(x)=0
for dlex
g
ﬂ =.2 for dlex
f(X) b
g
9(%) \ o
(W)G:—O for dlex
g
00909 - 1090 _ g o
f(x)?
g
W9 for dlex
f(%?
g

W(f,g)(x)=0 for dlex.
(Her antog vi, at b1 0. Men bevisst kan dligevel gennemfares, hvis b = 0, fori sa
f(X))

fader al 0, ogvi ken differentiere
9(x)

Vi kan nu vende tilbage til differentidligningen frafar:
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Saning 15
Lad f og g begge vaae lesninger til differentidligningen

y« =Ky
S4 er deres Wronski-determinant en konstant funktion:
W(f,g)(x)=c

Bevis:
Idet bade f og g er lesninger il differentidligningen, sa gedder

fax)=K>f(x) og gu(x) = K>g(x) .

For a bevise, at Wronski-determinanten er en konstant, sa differentierer vi den og
far O

W(T,9)(x) =(f(x)>g«x)- fUx)>g(x))=
(f(x)>gUx))¢- (T (x)>g(x))(=

F(x)>gUx) + f(x)>94x) - Fa(x)>g(x) - f (x)>g(x) =
f(x)>g4x)- f«(x)>g(x) =
f(x)>K>g(x) - K>f(x)>g(x) =0

)

Vi vil nu bevisg, a differentidligningen y« = K>y kan Igses ved blot &t finde to linesat
uafhaangige lesninger:

Saetning 16
Lad f og g vageto linesat uafhaangige lasninger til
ye=Koy

Lad endvidere h vage en lgsning.
Daer h enlinearkombination & f og g, dvs. der findes konstanter
C, 0g C,, sdedesat der for dlex gedder

h(x) =¢p> f(x) +¢2°9(x)

Bevis:
If@lge saning 15 er dle tre nedenstdende Wronski- determinanter
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W(f.g)  W(f,h) og  W(g,h)

konganter. Vi glemmer derfor, at de faktisk er funktioner og opfatter dem som td.
Idet f og g er linesat uafhaangige, fortadler sadning 14 os, &

W(f,g)t 0.
Vi har fra udtrykket for Wronski-determinanten fdgende to ligninger

i f(X)Ex)- fEx)h(x)=W(f,h)

1 9(X)*€x) - g&x)*h(x) =W(g,h)
Vi vil opfatte det som et ligningssystem med to ubekendte, nemlig h(x) og h((x) ,

og Vi vil |zse dette system for h(X) . For at gere dette ganger vi den farste ligning
med g(X) ogdenandenligningmed f (X) og subtraherer derefter de to ligninger:

i f(X)Ex)- fEx)h(x)=W(f,h)
1 9(¥)>h€x)- g4x)>h(x) =W(g,h)

g
1 F(X)*&x)>xg(x) - f €x)>xn(x) >g(x) =W(f,h)x>g(x)
190 $Ex) xF (%) - gax) xh(x) xf () =W(g, h) F (x)
R
- (X)) >h(x)>g(x) +gUx) >h(x)> f (x) =W(f ,h)>g(x) - W(g,h)> f (X)
g
. h(x)(f (x):g((x)- f«(x):g(x)) =W(f,h):g(x)- W(g,h): f(x)
h(x)>W(f,g) =-W(g,h)>f (x) +W(f,h)>g(x)
g
__W(gh) ¢y W)
09 =~ G ar | O+ g 99
(Husk, & W(f,g)t 0).
Sadter vi nu
__W(g,h) W(f ,h)
R E ) B )
sa har vi faktisk bevist ssningen.
6

For a bevise hovedsagningen - sadning 10 - mangler vi blot a finde nogle linesat
uafhaangige lasninger til de to typer differentialigninger:
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y®=-ky
b) Funktionerne
gy(x) = & og g()=e"
er linesat uafhaangige lesninger til differentialigningen
y®=k’y
Bevis:
a) Viviser farst, at f; og f, faktisk er lgmninger til differentialigningen:
£,” (X) = (cos(kx)) &= (- ksin(kx)) &= - k2 cos(kx) = - k2 f,(X)
og
£,° (x) = (Sin(kx)) €= (k cos(kx)) ¢= - k2 sin(kx) = - k2, (x)
Derefter viser vi, at funktionerne er linesat uafhaangige ved a beregne deres
Wronski- determinant:
fi(x)  f,(X) cos(kx) sin(kx)
W(LE)(0=] ¢ » . eal=| oa =
fi(x) f,(x)| |- ksin(kx) kcos(kx)
cos(kx) >k cos(kx) - sin(kx) >(- ksin(kx)) =
k xcos” (kx) + kosin? (kx) = k(sin?(kx) + cos? (kx)) = k xL=k
og idet k ikke kan vaae 0, sa e de to funktioner linesat uafhaangige.
b) forl goer pa helt samme made!
o
Eksempel

Sagning 17
a) Funktionerne
fi(x)=cos(kx) og  fr(X)=sn(kx)
er linesat uafhaangige lesninger til differentialigningen

Vi skal finde leningen f til ligningen
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f(x)=-41(x)
opfyldende
f(0)=2 og f(0)=6

Dette er en anden ordens differentidligning med k = 2. Den generelle lganing er
derfor
f (x) = Asin(2x) + Bcos(2x)
hvor vi blot skal bestermme kongtanterne A og B.
Vi differentierer f:

f ((x) =2Acogq2x) - 2Bsin(2x)
0g indsadter de to betingelser:

f(0)=2 U 2=A:1+B:0

f((0)=6 U 6=A:0+B:2

som |gsestil

A=2 og B=3
Lesningen er derfor

f (X) = 2sin(2x) + 3cos(2x)

Eksempel
Vi skal finde lgsningen g til ligningen

94(x) =-49(x)
opfyldende
9(0)=2 og g(0)=6

Dette er en anden ordens differentidligning med k = 2. Den generelle lganing er
derfor

g(x) = Ae®™ +Be >

hvor vi blot skal bestemme konstanterne A og B.
Vi differentierer g:

g x) = 2Ae”* - 2Be’
0g indsdtelse af de to betingelser give ligningerne

2=A+B og 6=2A-2B
som | gsestil

A=3 og B=-1
Funktionen g er derfor givet ved
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Deto lgsninger f og g til neesten den samme differentidligninger er meget forskdlige - sesdv
pagraferne:

I_:]..?J

A
v\

4000

I

B

0g

000

-Zooa

-4000

Funktionen f er en ganske fredelig svingning, og funktionsvaadierne er begraansede til
mdlem-3 og 3.
g vokser derimod ganske uhaammet, og der er ingen periodiske tendenser.

Opgaver
51  Lesfdgende differentidligninger:
a) yt =4y med f(0)=1 f (0)=4
b)  y«=-9y med g(0)=1  g(§) =-2
0  yl=y med  h(0) = h¢(0) =10
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5.2

5.3

5.4

d  y¢=(n2)%y med  j(0)=2 j{0) =In2

Bestem nedenstdende Wronski- determinanter:

a  W(@*b" b W(E,xP)

c) W(a*,x%) d) W( sin(ax) , sin(bx) )
e W(x?- 3x+2,x%+2x- 3

Betragt differentidligningen
y«=4y
Bestem den Iasning, som her lokalt ekstremum i punktet (0,5).
Bestem endvidere vagdimaangden for denne lesning.
Betragt differentidligningen
ye=- 4y

Bestem den Iasning, som her lokalt ekstremum i punktet (0,5).
Bestem endvidere vaadimaagden for denne lasning.
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3.6 Numerisk lgsning

Vi ska nu se pa, hvorledes man kan |e=e differentidligninger numerisk. Den nemmeste

metode, Eulers metode, gar vi en del ud af, men de séka dte Runge-K utta-metoder kun

bergres overfladisk.

Vi darter med at se, hvorledes man kan finde tangenter til |asningskurver til en
differentidligning uden at kende sdve kurven:

Eksempel

Givet;

Find:

Dette eksempd viser, at vi dtid kan finde tangenter til en lesningskurve, sdvom vi ikke er i

2

Differentidligningen =X"+y.

gle

En ligning for tangenten for den |asningskurve, som g&r gennem
punktet (1,3).

Kader vi lesningen til differentialigningen ovenfor for f, sdved vi, at
f()=3.

Endvidereved vi, &
fg)=1°+f()=1°+3=4

sa tangentligningen er umiddelbart
y=4(x- 1) +3

gand til a finde save kurven.

Strategien i Eulers metode er at approximere en |asningskurve med dens tangenter.

Betragter vi eksemplet ovenfor, sa kan vi beregne, at
f(2)»4(2-1)+3=7.

Vi ser nu, a tangenten til lgsningskurven gennem punktet (2,7) har ligningen
f¢2) =2%2+7=11

y=11(x- 2)+7

og en tilneamet vaadi for f (3) er derfor
f(3)»11(3-2)+7=18

Pa denne méde kan man sa fortszte.
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Metoden er ikke saaligt praeis, som et senere eksempd vil vise, men vadger man
skridtlaangden lille, s3 kan man dligeve fa brugbare resultater.

Eulers metode er generelt opskrevet:

Metode 18
Givet differentialigningen
y(=F(x.y)
0g begyndel seshetingel sen
f (%) = Yo
sakan f approximeres ved:

0) Vadg en skridtlaagdehogssd N =0
1) St Xpq = X, +h

2) Sadt yn+1:yn+F(Xn’yn) >h

3) S n=n+1

4) Gatilbagetil 1).

Eksempel/avelse
Vi vil betragte differentidligningen
dy _
i
med begyndelseshetingelsen f (0) =1
a) Vis a lggningen til denne differentidligninger  f (X) = €*

b) | nedenstéende skema er udregnet nogle approximerede funktionsvaadier med
h = 0,5. Undersag, hvorledes skemaget er opbygget. (I sidste sgjle er angivet den

eksakte vaadi til sammenligning).

n Xn yn F (Xn ) yn) e)<

0 0 1 1 1

1 0,5 15 15 1,6487
2 1 2,25 2,25 2,7183
3 15 3,375 3,375 4,4817
4 2 5,0625 5,0625 7,3891
5 2,5 7,59375 7,59375 12,1825
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Som det ses, er hgjagtigheden ikke specielt god.
Ovenstéende skema kan med fordel bruges som skabelon til et regneark.

) Approximer funktionen f pdintervalet [0;1] ved at sadte h=0,1.

d) Lav en graf over goproximationen fra ¢) og sammenlign med grafen for funktionen

f(x) = €"

Eulers metode kan uden videre overfarestil koblede differentialigninger, og
computerprogrammet DY MOS anvender da normalt ogsa denne metode.

To andre, mere ngjagtige metoder er Runge-Kuttas 2. ordens metode og Runge-Kutta's
4. ordens metode. Disse er omtalt i opgaverne.

Opgaver

6.1 | Runge-Kuttas 2. ordens metode ger man fagende:

0)
1)
2)
3)
4)

San=0

Sad X,y = X, +h

Sﬁ yrq = yn+ F(anyn)>h

Sedt yn+1 = yn +%>(F(Xn’yn)+ F(Xn+1’yr¢)>¢h
Sadt N =n+1 og gatilbage il skridt 1.

a) Approximér en lesning il differentidligningen

y(=y

med f(0)=1

paintervalet [0;1] med en skridtlaangde h = 0,5

b) Beskriv i ord, hvad denne metode ger.

6.2 | Runge-Kutta's 4. ordens metode gar man falgende

0)
1
2)
3)
4)
5)

6)

S n=0

SaXn+1:Xn+hog Xr¢:Xn+%

Saat Y$= Yo +3F (X, Yn)

Saa yf=y, + 1 xF(x¢,y$)*h

St Y= y, + F (x4, y90°>h

S

Yoer = Yo 5 XF (X0, Yn) + 2F (X8, ¥8) + 2F (x$, 8 + F (Xpeq, Y 0

Seg n=n+1 og gatilbage il skridt 1.

Les differentialigningen fraopgave 6.1 pdintervalet [0,1] med h=1.



6.3

b)

6.4

6.5

b)

d)

Vi skd nu se pa sammenheangen melem numeriske lasninger & differentidligninger

0g numerisk integration:

Vis, a funktionen F(X) :(‘5 f(X)dt e laningentil differentidligningen
y(=f(x) med f(a)=0

vis a F(b) =) f (t)ct

Lad A vesre den approximerede vaadi for F (b) opndet vha. Eulers metode med

en skridtlangde pa h = b—_na .Vis a A=V, -denn'tevengresum.

Betragt nedenstéende differentialligning

%:x2+2x+y2
dx

Bestem en ligning for tangenten til den l@sningskurve, som g&r gennem
(2,-1).

Hvordan lgser man en 2. ordens differentidligning numerisk? Lad os betragte
differentidligningen
ya=-y med f(0)=0 og f((0)=1.

Visa f(x)=dnx
Man indfarer nu en hjadpevariabd Z givet ved z = yC.

Vis, at differentialigningen ovenfor kan omskrivestil det koblede system af
differentidligninger givet ved
y(=2z og z(=-y
med begynde sesbetingelserne
x=0pP y=0o0g z=1
Systemet kan nu l@ses numerisk ved fdgende fremskrivningsforme!:
Yne1 = Yn T h>Z, 0g Zyw1 =2y - Doy,

Les systemet i intervallet x T [0;2p] med en skrictlaangdepd h = 05.

Lav et plot af sammenharende veardier & (Y,2) i & koordinatsystem - bade for

den gpproximerede lasning og for den eksakte |gsning. Sammenlign.
(Et sidant plot kaldes for et faseplot).
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3.7 En gkologisk model

Vi vil i dette kapitel kort prassentere en gkologisk model.

Historisk set opstod denne model uafhaangig at hinanden i Italien og i USA |
1920'erne. | Italien observerede matematikeren Vito Volterra periodiske
tendenser mellem antallet af spisefisk og rovfisk (hgjer og rokker) i Middelhavet.
Samtidigt observerede amerikaneren Alfred Lotka lignende tendenser i antallet af
sneharer og losser i Canada.

Modellen, som beskriver disse famomener, kaldes VolterraLotkas rovdyr-

byttedyr-model og indeholder systemvariablerne

B(t) =antal byttedyr til tiden t
R(t) =antal rovdyr til tident

Disseto variableindgér i felgende SD-diagram:

F1 M

Byttedyrenes antal, B(t) , kan aandres pato mader:

1) Der kan fades nye byttedyr. Fertiliteten F, antages at vaae proportional
med antallet af allerede eksisterende byttedyr, sa
F=aB
2) Der kan dg byttedyr. Disse dar enten som felge af naturlige arsager, eller
fordi de bliver aadt af rovdyrene. Den naturlige ded er proportional med

antallet af byttedyr, mens antallet af asdte dyr er proportional med bade
antallet af rovdyr og byttedyr, dvs.

M, =a,B(t) + cB(t)>R(t)

Tilsvarende kan rovdyrenes antal andres pato mader:
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1) Der kan fades nye rovdyr. Dette sker af to arsager; dels pga. den naturlige
tilvakst i rovdyrenes antal, b;R(t), og dels pga. et @get antal byttedyr,

dB(t)>R(t) . Fertiliteten er derfor
F, =bR(t) +dB(t) >R(t)

2) Rovdyrene kan dg en naturlig ded (de bliver jo nok ikke et af
byttedyrene), sa

M, =b,R(t)

Differentialligningerne bliver derfor

d—B:alB- a,B- cBR  og z—?:blR+dBR- b, R

dt
eller, hvismansadtera=a,+a, og b=- (b, +b,):
dB dR

— =aB- cBR og — =-bR+dBR
dt dt

Af fysiske drsager ma konstanterne a, b, c og d alle veare positive - det eneste
underlige er maske, at b skal vage positiv; men dette fortolkes som, at hvis
byttedyrene lige pludseligt skulle uddg, sa ville den naturlige befolkningstilvaskst
for rovdyrene vaae negativ, idet deres livsgrundlag vil vaae borte.

Disse differentialligninger kan ikke |gses eksakt; men man kan dog bevise
falgende:

Saetning 18
Lad (B(t),R(t)) veae en lasning til ligningssystemet
ovenfor. Da gadder, at
alnR+blnB- cR-dB=H
hvor H er en konstant.

Bevis:
Vi eliminerer den variablet og separerer herefter B or R:

dB dR
—=aB- cBR 0 — =-bR+dBR
dt 9 i
R
dB dR
— =B(a- cR — =R(dB-Db
—=Ba- ) og —-=R(dB-b)
R
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dB _ B(a- cR)

dR  R(dB- b)
R

dB-de:a-cROIR

B
R
b a

Yd- —)dB==- c)dR

gd- 5)dB=dx-©)
R

dB- bInB=alnR- cR+H

Man kan sdledes plotte kurven med ligningen
alnR+bInB- cR-dB=H

i et (B,R)-koordinatsystem - et sdkaldt fasediagram. Den typiske kurve ligner en
ellipse lidt.

Opgave
Tegn kurven med ligningen
InR+InB- R- B=-2
| et koordinatsystem.

Den periodiske adfaard kan nu forklares ved, at systemets tilstand, som jo er et
punkt i fasediagrammet, bevagger sig rundt og rundt i denne ellipse-formede bane.

Opgaver
7.1 LesVolterraLotkasdifferentialligninger numerisk for
a=05 b=0,04 c=15 d=0,01
B(0) =170 R(0) =20

Brug evt. en computer.
Tegn systemets fasediagram og kommentér resultatet.

7.2  Findes der et sakaldt ligevaagtspunkt for Volterra-Lotka-systemet, dvs. en
vaadi for B og for R, sdledes at béde?j—? og % erlig0?

Hvorfor kalder man dette for et ligevaggtspunkt?
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3.2

3.3

34

3.5

4.2

5.1

Facitliste

ad  f=(¢-3x3"t, x<¥a

b) g(x) =arctan@ x’) , - 2<x<2

9 h()=-42In(-x)-1, x<-+e

d  j(x)=0, x>0 (snguax leing)
5) k(x) =1- cosx , xI R

f) 1(x) =exp(3/3x+1) , xI R

o) m(x) =-In(2- &) , x<In2

h n(x)=2x* , x>0

i) q(x)zmh/i , XxI R

i) r(x)=2¢"+2 , xi R

f(x)=0,x>0 g(x)=x,x>0 h(x)=-x,x<0
a=1 b=1 c=-1

ax?+x , al R\{0O

_ 20
f(x)= 1 + g 2000

e
a) f(x)=2e™-1e*
b) g(x) = -28n(3x) + cos(3x)
9 h(x)=10¢"

) j(x)=32+42
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52

5.3

54

6.4

7.2

b X X
a) In(g)a b

0) a* x*(a- xIna)

b) (b _ a) Xa+b— 1

d) bsin(ax) cos(bx) - acos(ax) sin(bx)

e  5x*+10x- 5
f(x)=3e*+3e
f (x) =5c0s(2x)
y=9x-19

Ja
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Kapiteloversigt

Separation af devariable

g—izf(x)xg(y) har |gsningen G HF(x)+k)
(G(y)=ca(y)dy F(x)=¢f(x)dx)

(Husk de singulagretilfadde)
Definitionsmaangden er altid et dbent interval.

%: f(x) har |@sningen F(X) = ¢ f (x)dx

d_ har | gsni G H(x+k

== a(y) ar | @sningen (x+k)
Vakstmodeller

Lineaa vakst kommer fra differentialligningen y(=a og har de lineage
funktioner af formen f (x) = ax+b som lgsninger

Eksponentiel vakst kommer fra differentialigningen y(=Kky og har de
eksponentielle udviklinger af formen f (x) = Ce" som lgsni nger

Meettet eksponentiel vaskst kommer fra differentialligningen y(=ay +b.
Lasningen er f (x) =Ce®™ - g. Linien med ligningen y=- g er vandret
asymptote.

Logistisk vaekst kommer fra differentialligningen y(=y(b- ay) og har bl.a
lgsningen f (X) :Lafbx. Linierne med ligningerne y =0 og y=g er

1+Ce
vandrette asymptoter.
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Anden ordens differentialligninger
Differentialigningen y«= f (x) har lasningen ¢ ¢ f (X)dxdx +kx+1.
kx

Differentialigningen y®= k2y har | @sningen Ae® + Be’

Differentialligningen y®= - k?y har lgsningen Asin(kx) + B cos(kx)
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