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3.1 Koordinatsystemet

Vi skal nu beskadtige os med analytisk geometri. Analytisk geometri adskiller
sig vaesentligt fra klassisk geometri, som er det, vi har beskadtiget os med i
sidste kapitel om trigonometri.

Bade klassisk geometri, analytisk geometri og den sakaldte vektor-geometri,
som | kommer til at snuse til senere, er forskellige arbejdsmetoder eller maske
naa'mere beskrivelser af - geometri...

| klassisk geometri arbejder man hovedsageligt med liniestykker, vinkler og
deslige. Problemet med klassisk geometri er, at den er upraktisk. Hermed menes
ikke, at den er uanvendelig; men klassisk geometri kraever en vis mamgde"input"
for at kunne virke.

Har man f.eks. tre punkter, som tilsammen danner en trekant, sa kan den klassiske
geometri fortadle, hvorledes man kan beregne vinklerne i denne trekant, for udsat
at man kender afstanden mellem punkterne. Den kan ikke fortadle, hvorledes man
finder (eller beregner) disse afstande. Den kan f.eks. heller ikke sige, hvor to
iIkke-parallelle linjer skaarer hinanden.

Endvidere er der et begramset antal former, som den klassiske geometri kan
beskrive: Punkter, linier, cirkler, trekanter og andre polygoner. Parablen, som |
skal laare meget om senere, kan ogsa beskrives i den klassiske geometri; men det
er en meget besvaalig beskrivelse, som | bliver forskanet for! Andre simple
objekter, sa som spiraler, kan den klassiske geometri slet ikke klare.

| analytisk geometri l@ser man disse problemer ganske smart - man indfarer et
koordinatsystem:

| et koordinatsystem kan ethvert punkt
tilskrives et koordinatsad - f.eks. har punktet
markeret med e kryds til venstre
koordinaterne (3,2).

X Fidusen er nu, at man ved hjadp af et punkts
il | koordinater kan fa en masse information om
> dette punkt. Der findes f.eks. en formel til at

beregne afstanden mellem to punkter, ndr
deres koordinatsad er kendte.

Alle disse metoder er ren algebra, og dette



betyder faktisk, at ale geometriske problemer kan lgses indenfor analytisk
geometri uden nogen som helst form for tegninger! Dette bliver dog noget
abstrakt, sa vi tager tegningerne med.

Indenfor den analytiske geometri beskriver man linier, cirkler og andre
geometrisk objekter ved hjadp af deresligninger:

y Cirklen il venstre har f.eks. ligningen:
x* +y? =0,

| Dette betyder, a hvis punktet med
| ™~ koordinaterne (x,y) ligger p& cirklen, si
opfylder koordinaternes talveardier ovenstéende
ligning. Og omvendt - opfylder et punkts
koordinater ligningen, sa ligger punktet pa
cirklen.
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F.eks. ligger (3,0) , (0,3) og (+/4,+/5) pa cirklen, idet disse koordinatsae
opfylder ligningen, mens (0,0) og (125362,62367) ikke ligger pacirklen.

Nogle gange bruger man maangdebygger -notationen; f.eks. ville cirklen ovenfor
blive beskrevet som mamngen af punkter (eller punktmeangden)

{xy)| 5@ +y? =9

Efter den lodrette streg, som kaldes mamngdebyggeren, kommer en rakke
betingel ser, som punktet foran skal opfylde for at veare med i maangden. Det skal
| aeses som:

Mamngden af de punkter (x,y) hvorom der gadder, at x> +y? =9



3.2 Den rette linie
Det er velkendt, at ligningen for denrettelinie er
y =ax+bh.
Defleste ved vel ogsj, at tallet a kaldes had dningskoefficienten.
Eksempel
Vi vil tegnelinien med ligningen y = 2x - 3.
Vi starter med at bemagke, ata=2 og b=-3.

Den nemmeste made at tegne en linie pa er at finde to punkter palinien og
forbinde disse med en lige streg, som gerne ma fortsadte ud over

punkterne.

n Med linien til venstre kan vi nemt finde
to punkter:
Vi sater feks. x=0 og far den
tilsvarende y-vagdi y=2>0- 3=-3.

1 Det ene punkt er altsa (1,-1).

/ >x Det andet punkt kunne f.eks. veae

(4,24-3)=(4,5), hvor vi sadter x=4.

\1/ Vi kan nu tegne linien i et

/1\ koordinatsystem.

Vi vil nu undersgge den geometriske betydning af tallenea og b. Vi starter med b
ved nedenstéende gvelse:

Dvelse
Tegn i samme koordinatsystem linierne med ligningerne:

y=x+1,y=2x+1,y=3x+1,y=1,y=-x+1,y=-2x+1
Hov, ale graferne skazrer y-akseni (0,1)!

Som ovenstéende avelse kunne antyde, sa har tallet b noget med liniens skaging
med y-aksen at gare. Vi formulerer det i felgende sagning:



Satning 1 (FS)

Linien med ligningen y =ax+b skager y-aksen i punktet
(0,b)

Bevis:
Beviset er for en gangs skyld meget simpelt. Linien skager y-aksen, netop
nar x-koordinaten er 0. Vi sadter derfor x =0 liniensligning og far, at
y=a>0+b=h.

Linien skager altsay-akseni (0, b).

Vi skal nu kigge pa had dningskoefficientens geometriske betydning:

Dvelse
Tegn i samme koordinatsystem linierne med ligningerne:

y=2Xx-2,y=2x-1,y=2x,y=2x+1,y=2x+2

Som det ses af gvelsen, er linier med samme haddningskoefficient parallelle.

@Dvelse
Tegn i samme koordinatsystem linierne med falgende ligninger:

y=-2x,y=-x,y=0,y=x,y=2x.
Det ses, at linier med positiv haddning gar opad, mens linier med negativ

haddning gar nedad. Er haddningen 0, s er linien vandret. Endvidere, jo starre
haddningen er, jo stejlere er linien.



Populaat sagt: Nar vi gar 1 enhed ud af x-
aksen, A gar vi a enheder op ad y-aksen - se
figuren.

Bemaak, at hvis haddnings-koefficienten a
er negativ, saska vi ga nedad.

Vi kan praecisere dette i fglgende sagning:

Saetning 2 (FS)

Betragt linien med ligningen

y =ax+b
Tilvaksten i y-koordinaten ved en tilvakst pa 1 for x-
koordinaten er had dningskoefficienten a.

Bevis:
Betragt figuren averst pa siden.
Vi lader punktet A have koordinaterne (X, Yo) 0g daA ligger palinien, s&
er A'sy-koordinat lig:
Yo =a:X, +h.

Punktet B har x-koordinaterne (X, y;). Vi gik 1 henad x-aksen fra xg , s&
X; = X, +1, 0g daB ogséligger palinien, sder B'sy-koordinat lig:

y,=a: (X, +1)+b=y, +a.
Det ses, at forskellen mellem de to y-koordinater netop er a:

Yi- Yo=Y ta- yp=2a

Vi kan med det samme bevise fglgende saning:



Satning 3 (FS)

Lad v vaae vinklen mellem:linien med ligningen

y=ax+b
0g x-aksen
Dagadder, at
a = tan(v)
Bevis:
Betragt felgende trekant:
y Vinklen v er netop vinklen A pafiguren.

Trekanten er retvinklet, den hosliggende
katete har langden 1 og den modstaende
katete laangden a, sama

a
tanv=—=a
1

x \V

Bemaak, at béde a og v skal regnes med fortegn: Hvis linien er nedadgaende, sa
vil v vage negativ, og ellers positiv. Dette kan lommeregneren sagtens finde ud
af!

(Vi skal senere se, hvad det egentligt betyder, ndr en vinkel er negativ.)

Eksempel
Betragt liniernelogm: | :y=2x+2 , m:y=-x-1



Vinklen mellem | og x-aksen er lig

IN / arctan(2) = 634349°.
I Vinklen mellem mog x-aksen er lig
/ arctan(- 1) =-45°.
/ Det negative gradtal betyder her, at
. linien gar nedad.
/

X Vi kan finde vinklen mellem de to
linier ved at tage differensen mellem
de to gradtal. Denne vinke er
634349°- (-45°) =108.4349°.

Det er fortegnet pa den enevinkel ,der redder os og giver det rigtige facit!

Man er oftei den situation, at man kender koordinaterne til to punkter paen linie
, 0g at man skal finde ligningen for linien. Dette er nemt nok:

Satning 4 (FS)

Lad punkterne (X,,Yo) 09 (X;,Yy;) ligge pa linien med
ligningen y =ax+Db, og antag, at X, * x,. Dagadder:
a=Y1"Yo
X - %

Bevis:
|det begge punkterne ligger palinien, sAmader gadde, at

yp=ax+bh og y,=ax,+b
Vi manipulerer videre med disse to ligninger og starter med at trakke dem

frahinanden. Vi f& s
Yi- Yo =(ax +b)- (axp +b) =ax +b- ax, +h=ax - ax

Yi- Yo =a(Xs- Xg)

Y1- Yo
X - X

a=



Saetning 5 (FS)
Lad den rette linie | have haddningskoefficienten a og ga
gennem punktet (X, Y,) . Daerl'sligning:
y=a(x- x)+ Yo

Bevis:
Vi ved, at ligningen for | er af formen y =ax+ b - problemet er bare, at vi
Ikke kender tallet b, men heldigvis kender vi a.

Vi sadter derfor punktet (X,,Y,) indi ligningen og far
Yo =a% +b
3
b=- ax, + Y,

Dette udtryk for b kan vi nu sadte ind i den oprindelige ligning:

y =ax+b=ax- ax, + Y,
R
y=a(x- xg)+Yg

hvilket beviser sagningen.
0

Rustet med disse to sagninger kan vi nu finde alle de ligninger for rette linier,
som vi gider (og flere endnu!):



Eksempel

Bestem ligningen for den rette linie, som gar gennem punkterne (-2,6) og
(1,3).

Vi starter med at finde had dningskoefficienten:
yl _ yo = 3-6 = ﬁ:
X -X, 1-(-2) 3

Sadning 5 fortadler osnu, at ligningen er
y=-D(x-(-2))+6.

Dette kan skrives lidt paanere som
y=-X+5.

Endelig ska vi naavne, at man nogle gange vadger at skrive den rette linies ligning
paformen

AX + By +C =0.

Dette ser ikke ud som store sager, idet ligningen y =ax+ b jo bare kan omskrives
til ax- y+b=0; men fordelen ved denne aternative ligning er, at vi kan fa
lodrettelinier medindi billedet.

Eksempel

1L

Hvordan beskriver vi med en ligning linien lodret igennem punktet (2,4)?

Ja, dalinien gar lodret, s andrer y sig,

IN jo hgjere vi gar op ad linien, mens x
forbliver den samme. Vi ma derfor i
hvertifald kunne skrive:

Xx=4
| og omformuleret far vi:
\ X - 4 = 0
i X Og sakan vi ikke sige mere!

Som vi kan se, indgar der i ligningen
for enlodret linieingen y“er, og sddan kan alle lodrette linier beskrives.

Tilsvarende vil ale vandrette linier have ligninger, hvor der ikke indgar
X er, som f.eks: 2y =8

Opgaver
Bestem en ligning for felgende linier:

10



2.L

3M

4.L

a | gar gennem (2,4) og (8,10)

b) mgar gennem (7,-4) og (1,-2)

C) n gar gennem (-10,1) og (-1,10)

d  pgdargennem (9,3) og (3,3)

e) g gar gennem (0,4) og har haddningen 5
f) r gar gennem (4,0) og har haddningen 8

Vi bruger de samme linier som i opgave 1.
Bestem vinklerne mellem:

a logm b) nogq
c) pogl d rogl
€) pogq f) mog x-aksen

g) pogy-aksen h) rogm
Tegn felgende linier i samme koordinatsystem:
|:3x+2y+7=0 m:3x=6 n:3y=6 p:3x+3y=12

Find ligningen for den lodrette linie gennem punktet (6,8).

11



3.3 Ortogonale linier

Der gadder et smukt resultat om haddningskoefficienterne for ortogonale linier,
som nedenstaende saetning viser.

Satning 6 (FS)
Lad linierne | og m have haddningskoefficienternea og c. Vi
har da felgende udsagn
| og mer orthogonale U ac=-1
Bevis

Lad | og mhaveligningerne

l: y=ax+b m y=cx+d

Betragt nedenstaende tegning, hvor vi har tegnet de to linier | og m. Vi har
ladet | have positiv haddning og m have negativ haddning.

(Det er klart, at hvis deto linier er orthogonale, sa skal den ene linie skal
stige og den anden linie falde, sa de kan ikke begge veae positive eller

begge vaze negative.)
y / |
R
P
1 @
N
V4 A

Liniernes skagringspunkt kaldesP.

Liniestykket PQ er laver siledes, at PQ er vandret og |PQ = 1.
Liniestykket RQS er lodret, og Rog S er liniestykkets skagringer med
liniernel og m.

Ifgige seetning 2 har vi straks, at |QR =a.

12



Tilsvarende er |QS = - c. Minustegnet skyldes, at ¢ er negativ, mens en
afstand skal vage pogitiv.

Som man kan se af figuren, sa har vi ved at trackke en lodret streg fra linie
mtil liniel faet dannet tre trekanter:

DPQR, DPQSog DPRS

To af disse trekanter er retvinklede, nemlig DPQS og DPQR. Vi regner nu
padisse trekanter med flittig brug af Pythagoras:

DPOR er retvinklet DPQS er retvinklet
- P’ +|QR =|PR’ - PQ° +|QS” =[P’
1+a® =|PR? 1+c? =|Pg°

Vi er nu faadig med forberedelserne i beviset. Nedenfor regner vi med
ensbetydende-pile - det har nemlig den fordel, at vi beviser begge vejenei
sadningen i ét hug.

Det vassentligste punkt nedenfor er anvendelsen af Pythagoras' og omvendt
Pythagoras. Den relevante ensbetydende-pil er markeret med en *.

| og mer orthogonale

v
@*
v
v
v
v

DPRS er retvinklet

PR +[PY” =|Rs|"

1+a% +1+c? = (a+(- ¢))?
2+a’+c?=a’+c?- 2ac
2=-2ac

ac=-1

Eksempel
Givet: Linien 1:y=2x+3
Linien mstar vinkelret pal
Find: m's haddningskoefficient
Svar: Vi erindrer, at vinkelret er det samme som ortogonal, og har:

13



1L

2.M

Ea| an=-1
2a,,=-1
m's haddingskoefficient bliver derfor lig - %

Opgaver

Find haddingen af en linie, som stér vinkelret palinien |, ndr I's heddning a
er:

a a=5 b) a=-8 c) a=0 d) a=-0,008

Bestem tallet k, sledes at liniernel og mmed ligningerne
l:y=2x+3 og m:y=kx-1
er orthogonale.

14



3.4 Lineaere sammenhaenge

Vi vil studere nogle situationer fra det virkelige liv, hvor linesere sammenhaange
forekommer. Vi starter med et eksempel frafysikken:

Eksempe (Ohm'slov)
Det er velkendt, at der er fglgende sammenhaang mellem strammen | og
spamndingsfaldet U over en resistor:

U=R:I
Her kaldes starrelsen Rfor resistiorensresistans.
Denne lov, som igvrigt kaldes Ohm's lov, er et eksempel pa en linesa
sammenhaang: Dette minder meget om ligningen for en ret linie med

had dni ngskoefficienten R og skaaingen 0 med y-aksen.

Antag, at vi f.eks. i en fysiktime har malt pa en resistor og fundet falgende
vaadier:

| | 0,027 | 0,200 | 0,142 | 0,274 | 0442 | 0,731 | 0,954

u | 031 | 097 | 153 | 275 | 438 | 726 | 9,52
Hvad er nu resistansen for denne resistor?

Dette problem kan lases ved at indtegne maepunkterne pa et stykke
millimeterpapir: (Der er dog ikke anvendt millimeter-papir pa figuren
nedenunder!)

U
10 X
8 1
6 1
4l X

2 1

0 X + + + + >~

Desvaare ligger punkterne ikke pa en ret linie; der er sma afvigelser, som
skyldes méleusikkerhed osv.
For at finde Rtegner vi derfor den bedste rette linie:

15
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Vi aflasser to punkter pa linien (ikke to malepunkter; de ligger jo ikke
ngdvendigvis pa linien). Det er bedst, hvis disse to punkter ligger langt fra
hinanden.

Her kan vi f.eks. bruge (2; 0,2) og (6; 0,6).
Ved at anvende sagtning 3 sa kan vi nu finde had dningskoefficienten:

a= 6-2 _ 4 _
0,6-0,2 0,4

og resistansen Rvar dtsa pa 10 W. (Resistans malesi Ohm (W) ).

En sammenhaang af formen y =a>x kades ofte en proportionalitet (eller en
ligefrem proportionalitet) mellem x og y. Sterrelsen a kades sa
proportionalitetskonstanten.

Eksempel (Kalorieforbrug)
Nedenunder er vist sasmmenhaangen mellem den hastighed v (i km/time),
som en forsggsperson lgber, og hans kalorieforbrug E pr. time.

10

12

14

16

18

400

552

686

800

918
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Man vil undersage sammenhaagen mellem v og E, og derfor indtegner
man malepunkternei et koordinatsystem:

1000 T
o0 + X
800 + X
700 + X
&D 4
w500 + X
400 T X
3(D 4
Z(D 4
100 +
0 t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Det ser ud til, at der er en linesa sammenhaang mellem v og E. Vi finder
denne sammenhaang ved at tegne bedste rette linie og aflaese punkter til
beregning:

1000 |
o200 X
800 X
700 X
600

w500 X
400 X
300
200
100
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Grafen ovenfor er ikke for god; men det ser ud til, at linien gar gennem
(5; 100) og (12,8 ; 600).
Antager vi, at sammenhaangen mellem v og E er af formen

E=a>v+b

Sagiver saaning 3 og 4, at

17



_ 600- 100

=64,10
12,8-5

og
b =600- 64,10>12,8 = - 220,51.

Sammenhaangen er altsa
E =64,10v - 220,51

Bemagk, at E og v ikke er proportionale - idet b-vaadien jo ikke er O, men
lig med -220.51

Opgaver

En lodret hangende, elastisk fjeder belastes med forskellige lodder,
hvorved fjederen forlamnges. | tabellen er der angivet sammenhgrende
veadier af loddets masse m (malt i g), og fjederens forleengelse x ( mélt i
cm).

m 50 100 150 200 250 300

X 11 2,5 3,8 5,0 6,3 7,5

a Afbild maleresultaterne pa millimeter-papir.
b) Find ud fragrafen en sammenhaang mellem m of x.
C) Er mog x proportionale?

18



3.5 Lineeere og stykkevis lineaere funktioner

Definition 7 (FS)
En lineag funktion er en funktion f, hvis forskrift er af

formen:
f(x)=a>x+b

Og meget mere er der vel ikke at sige om linesare funktioner, som ikke allerede
er blevet sagt tidligere..

Eksempel
Lad f vaze en linesg funktion, som opfylder, at f (1) =50g f(4) =11.

Hvad er forskriften for f ?

Dette problem kan lgses ved at bruge ssgning 4 - vi ved, at grafenfor f er
enret linie, som gar gennem punkterne (1, 5) og (4, 11).

Vi kan dafinde haddningskoefficienten:
_f()-1(2 _11-5_6 _
a= = =—=2

4-2 4-1 3

Og satning 6 fortedler, at sa er forskriften:

f(x)=2(x- 4)+11=2x+3

Vi kigger nu pa destykkevis lineasr e funktioner, som der er lidt mere godsi.

Eksempel
Betragt funktionen f med forskriften:
2x+5 , x< -1
f(x)= X ,-1£ x £2
-X+4 , x> 2

Det er en stykkevis lineag funktion. Dens graf kan ses pa nasste side.
Forskriften skal |aeses pa falgende made:
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Skal man beregne f (1), sa kigger man til hgjre i
A~ gaflen. Det ses, a n& x=1, sA e vi i den
midter ste forgrening. Sa f (3) = 3.

Tilsvarende er f(-2)=2>(-2) +5=1, idet vi er
| den gver ste forgrening.

S\Y

Endelig er f (3) =3, idet vi her er i den neder ste
forgrening.

Bemagk, a man i endepunkterne bruger udfyldte og ikke-udfyldte boller
til at vise, om endepunktet er en del af grafen eller ikke.

F.eks. ligger (-1,-1) pa grafen, idet f (- 1) =1, mens (-1,3) ikke ligger pa
grafen.

| punktet (2,2) er det ikke ngdvendigt at bruge en bolle - der er jo ingen
tvivl om, hvad funktionsveadien er.

Eksempel

Vil vi finde forskriften for funktionen g med nedenstéende graf, sa skal Vi
gere falgende:

Pan _ . :

)J Vi kan se, at forskriften falder i 3

/ dele:
/ Saden farste del er for
x<-1
/ X Den anden del er for
——H\ -1£x<2
J
Og dentrediedel er for
x3 2

For den farste del kan man enten aflasse nogle punkter, og sa bruge
saningern 4 og 5 til at finde forskriften. Det er dog meget lettere at se, at
had dningskoefficienten er 3, idet grafen stiger 3 enheder opad y-aksen,

20



hver gang x stiger med en enhed. Endvidere ville dette stykke af grafen,
hvis det blev fortsat, skaarey-aksen i punktet (0,7), sa konstantleddet er 7.

Den anden del af grafen er vandret, s3 haddningskoefficienten er 0.
Skaaingen med y-aksen er i punktet (0,-1) , altsa er konstantleddet lig - 1.

Den tredie del af grafen har haddningskoefficienten -1, og forlaanges
grafen, sa skager den y-akseni (0,6), dvs. at konstantleddet er 6.

Ergo er forskriftenlig

3Xx+7 , x<-1
agx)=9 -1 ,-1£ x <2
-x+6 , x3 2

En saaligt fornem stykkevis linesa funktion er den sakaldte numerisk-vea di:

Definition 8

Den numeriske vaadi |x| af tallet x er defineret som

X ,Xx30
X =

- X,Xx<0

F.eks. har vi at
2=2,|-2=2,]9=0

Numerisk-vaardien gar bare det, at den Sletter et eventuelt fortegn pa indmaden.
Positive vaadier lades derfor usandret, mens negative vaadier bliver positive.

21



Grafen for numerisk-funktionen er vist
til her til venstre.

Som vi kan se, er grafen atid over x
aksen.

Der gadder falgende ssaning om numeriske vaadier, hvor punkt c og e er de

vigtigste.
Saetning 9
Lad x ogy vagereelletal. Dagadder falgende regneregler:
X
3 b=y o =k
yl Y
) [x+YE[X+]y] A [x- YIE[X+]Y]
e xX=|¥° =‘x2‘
Opgaver
1L
a Om to linesgre funktioner f og g gedder, at

b)

2.L

f(2)=9(2)=5 f(9=-3 og 9g(5=5
Bestem f (9) og g(9).

Grafen for en lineag funktion h gar gennem punkterne

A=(-21) og B=(32)
Bestem en regneforskrift for h.

Ligger punktet C = (5.3;2.4) pagrafenforh ?

Tegn graferne for fglgende funktioner:
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3.L

4.L

£(x) = 3X- 4 X<3 3 5 0
“Y-x-1 ,X3 3 9(x) = -
2x- 3 x>0
YA
Find en forskrift for den funktion f, hvis
graf er vist til venstre.
f o
/ ‘e X
i 1 2
y G
/ ¢
Beregn nedenstaende tal:
3-8 AL
2" - |2 2
C) d) -5
|22| ‘ ‘
e - ) [10- §+|10- ¢
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3.6 Afstanden mellem to punkter

| dette afsnit viser vi den sdkaldte afstandsformel. Bemagk, at vi kalder afstanden
fra punktet A til punktet B for |AB|. Grunden, til at vi bruger to lodrette streger

ligesom ved numerisk tegn, er selvfalgelig, at en afstand skal vaae positiv.

Saning 10 (FS)

Lad A =(X;,Yy;) 09 B=(x,,Y,) veaeto punkter..
Saer afstanden mellem A og B lig med

|AB| =+/(% - %)%+ (Y1 - ¥2)?

Bevis:
Det er ngdvendigt at deleop i hele fire forskellige tilfadde:

a) X =X00Y1 =Y,
b) X =X00y,1Y,
C) X1 X,00Y,=Y,
d) Xt X009yt Y,

Tilfaedde a):
De to punkter A og B er tydeligvis ens, idet de har samme
koordinater!. Afstanden mellem A og B er O, og heldigvis giver
formlen ogs3, at denne af stand er 0.

Tilfadde b):
y
De to punkter A og B ligger pa samme lodrette
y A liniei koordinatsystemet.
1
Afstanden mellem A og B er dalig den lodrette
y B afstand, og denne er ud fra figuren lig med
2 forskellen mellem y-koordinaterne.
X X
1

Her skal man dog huske at tage numerisk-vaadien af denne forskel,
idet af standen ellers kan blive negativ! Vi har ats3, at

|AB|=y; - ys
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Spergsmalet er s3, om det passer med formlen! Sa lad os prave
med formlen, og hvis den giver det samme, sa er dette tilfad de ogsa

ok.
|AB|:\/(X1' Xp)? +(Y1- ¥2)? (Farst formlen)
:\/02+(Y1' ¥2)* (X, = X,)
=|y1- ¥o (kvadratroden af
et tal i anden er
altid positivt)
Tilfeddec)

Her ligger punkterne pa samme vandrette linie. Beviset for, at
formlen gadder i dette tilfadde, er nassten det samme som i tilfadde
b), og den flittige elev, som gerne vil glaede sin laarer, opfordresttil
at gennemfare beviset i dette tilfadde.

Tilfadde d)

Sa kan vi endelig komme til at bruge Pythagoras!. Vi ser, at Aog B
hverken ligger pa samme vandrette eller lodrette linie. Som pa
figuren laver vi hjadpepunktet C=(x;,y,), og vi f& da den
retvinklede trekant ABC.

y Vi er interesserede i
hypotenuselaangden |AB|, og for at
y A finde denne finder vi forst
1 katetelzengderne | AC| og | BC|.
y ] Som i tilfaddene b) og c) har vi, at:
’ C |AC|=|y1 - o
X, X, "X |BC|:|X1' X2|

Vi kan nu anvende Pythagoras, og vi far falgende:

|AB|:\/|BC|2+|'°~C|2 (Pythagoras)
=% %o+ vl
:\/Dxl- ngz +(Yi- ¥2)° (Husk, a |x|° = x2)
o]
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Eksempel
Afstanden mellem punkterne A=(2,3) og B=(-1,4) kan findes vha
formlen:

|AB|:\/(X1' Xo )%+ (Y1 ¥2)?

|AB| =+/(2- (-1))2 +(3- 4% =/3 +(-1)? =10

Eksempel
Antag, a vi har givet de tre punkter A=(1,5), B=(4,7) og C=(-3,- 2).
Vi skal nu beregnde siderne og vinklernei DABC.

Det e nemt nok a beregne sidelaangderne - vi bruger bare
af standsformlen:

a=|BC|=+/(4- (-3)2+(7- (-2))2 =472 +9% =130
b=|AC| =/(1- (- 3)? +(5- (-2))? =+/4? +7* = /65

Vinklerne kan findes vha. cosinus-r elationer ne:

2,2 42

COSA = b+C—a

2bc
S
/65 +413°- 130" _65+13- 130 -52
COSA
2./65+/13 2./654/13  2./654/13

S

A =153 43°

P& samme méade far vi, at
B=1843 og C=8,1%.

Det er som atid smart at gare preve, sa lad os lasgge de tre vinkler
sammen:

A+B+C =153,43°+18,43°+8,13°=179,99°

Arsagen, til at vi ikke lige pracis f&r 180° er naturligvis, at vi har lavet
afrundingsfejl i vinkelberegningerne!
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1L

2.L

Opgaver

| et koordinatsystem er der givet punkterne:
A=(2,-3), B=(-1,2), C=(0,-4) og D=(-3,-7).
a) Indtegn A, B, C og D i et koordinatsystem.
b) Beregn afstandene | AB|,| AC|,| AD|,|BC|,|BD| og |CD|.
| et koordinatsystem er der givet trekant DABC ved
A=(2,3), B=(-5,-10) og C=(8,-12).

Beregn siderne og vinklerne i trekant ABC.
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3.7 Afstand mellem punkt og linie

Endelig kan vi udlede en formel for af standen mellem
| €t punktog enlinie. Vi skal dog ferst definere denne afstand
som

Q dist(P,l) =|PQ
Her er Q er det punkt pa linien, s PQ star vinkelret

pal.

Lidt mere formelt, s definer vi:

Definition 11

Lad | vaaeenlinie og P et punkt i planen. Afstanden mellem
P og |, betegnet dist(P,l), defineres som den vinkelrette
afstand mellem punktet P og |. (Se tegningen ovenfor).

Vi er nu Kklar til afstandsformlen.

Satning 12 (FS)
Lad linien | have ligningen y =ax+ b, og lad punktet P have
koordinaterne (%, y,) . Dagedder, at

_ [ +b- i

dist(P,1) = —

Bevis:
Vi tegner linien | og punktet P. Afstanden fra P til | kalder vi d. Vi har nu
to tilfadde - enten er | en vandret linie, eler| er ikke en vandret linie.
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1) | er envandret linie:

y Af figuren ses, at
Q=(x,b)
= Dette ma jo gadde, idet Q og P skal
ligge pa samme lodrette linie, og
d derfor far samme x-koordinat. y-
koordinaten bestemmes af, at Q er
| pisket til at ligge p& den vandrette linie
Q y=b
(Egenligt y =ax+b, men linien er
vandret, sda = 0)

Vi har atsa

d=|PQ|=+/(x - %)%+ (y;- b)2 =+/0+(y;- b))% =|y;- b

Passer dette nu ogsa med den lovede formel? Tja, lad os preve -
husk, at a = 0:
aq+b-yi| _[0+b- yi| _[b- yi

V1+a? A1+ 02 1

dist(P,l) = |

=lo- vi

|det der jo gadder, at
[1- b[=b- yi|
samavi jo konkludere, at formlen passer i dette tilfad de!

| er en skralinie:

Denne gang bliver vi nadt til at ga en lille omvej for at komme til
madl et!

Vi tegner en lodret linie fra Ptil linien| og kalder skaaringspunktet
for R Det giver osfarste trekant DRPQ med sidelaangderne:
|Pq =d=dist(P,l)
|PR|=|ax +b- y;| (R'sy-koordinat - P’sy-koordinat.
R sx-koordianat er ogsa x;)

Derefter gar vi fra punktet R nedad med tallet a; det giver os
punktet T. Ved a ga vandret ind til linien | igen og kalde

skagingspunktet for S, sa har vi faet anden trekant DSRT med
sidelaangderne:

IRT|=a og |[ST|=1
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Ifalge Pythagoras er nu

SR|= [T +|ST[> = +1

X

Som vi kan se af figuren, sa er de to trekanter DPQS og
DRST ensvinklede. Ensvinklede trekanter er proportionale, sa
|PQ _[PR]
[sT] IR
Ved i ndsmtel se of sidelangderne fas
|aX1"'b Y1|

1 Va?+1

0

Den forrige saaning har et minus hadtet pa sig. Den kan nemlig kun anvendes pa
linier af formen y =ax+ b. Det betyder faktisk, at man ikke kan regne afstanden
fra et et punkt til en lodret linie., idet vi husker at lodrette linier ikke kan
beskrives pa denne made! Det vil en sand matematiker jo ikke havde siddende pa
sig, sa Vi udvider saetningen til ogsa at omfatte lodrette linier. Spargsmalet er s3,
hvordan! Svaret ligger i a lave en afstandsformel, som bruger en linies

normalform:
Ax+By+C =0
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Saning 13 (LYS)
Lad punktet P =(Xx;,y;), og linien | have ligningen
Ax + By +C =0. Afstanden mellem P og | er dagivet ved
AX, + +C
dist(P,I):| 1+ By, + €]

\AZ + B2

Bevis:
Vi har naesten bevist sagningen i forrige segning. Vi deler opi to tilfadde:

| er en skraeller en vandret linie:

Vi har formlen fraforrige sagning.
+Db-
d|g( P, ) = u

Va® +1

Den nye formel kan fas ved at omskrive ligningen for | til:

y=ax+b
| har derfor heddningen a = - £ og skeaingen b=- £. Vif&
44°5- )
dist(P,l) =lt———
J- 82+
X+ 5+

A C
B’+§X1+§+yl|

Bx/(4)2+1

:|AX1+BY1+C|

VA? + B

| er enlodret linie:
Liniensligning er da af typen:
Ax+C=0bP x==£
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ve

Af figuren sesvi
Q=(- %’YD
0g
dist(P.1) =|PQ| =[x - (- §)[ =[x +§]

Idet vi husker pd, at B = 0, sd kan dette omskrivestil

dist(P,l) = A+ A +C| _[Ax +0+C| _|Ax,+By, +G

A Ja? VA? +0 V A%+ B?
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Eksempel
Givet: Linien| med ligningen 3x +4y+3=0
Punkterne P =(2,1) og Q =(5,- 10)

Find: Afstandene fra punkternetil linien:

Svar: Vi bruger afstandsformel fra punkt til linie:
_[32+4:1+43 13 1

. 3
dist(P,1) e VE =
. _|3:5+4:(-10)+31_|-7|_Z
QD= VB s

Opgaver

1L  Bestem afstanden mellem punktet A og linien m, nar
1) A=(7;-1) og m:2x-3y=-4

2) A=(25 og m:y=2x-1

3) A=(555 og m:17x-12y+15=0
4) A=(3-7) og m:y=-5x+14

5) A=(-92) og m:7x- 3y+27=0
6) A=(3,-6) og m:-2x+7y+5=0
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3.8 Cirkler

Vi vil nu undersgge, hvorledes man kan beskrive en cirkel i et koordinatsystem.
Vi starter med at minde om, hvorledes man definerer en cirkel.

Definition 14 (FS)

En cirkel er mamgden af punkter P, som opfylder falgende
egenskab:
Afstanden fra P til et fast punkt C, skal vaae et
konstant tal r: |PC|=r
Punktet C kaldes cirklens centrum,
mens tallet r kaldes cirklensradius.

P Ovenstéende definition beskriver en
cirkelperifieri, eller randen af en cirkel.

Er man interesseret i hele cirkelskiven, sa skal
ligningen |PC| = r andrestil uligheden |PC|£ 1.
Bemagk, attallet r skal veaere positivt.

Er r nemlig negativ, SAfar vi en negativ afstand, og det er umuligt. Og err =0, sa
beskriver definitionen overfor punktmaangden, som kun bestar af punktet C.

Vi bruger nu afstandsformlen til at finde en ligning for cirklen:

Saetning 15 (FS)
Cirklen med centurn C = (a,b) og radiusr har ligningen
(x- a)%+(y- b)2=r2

Bevis:
Vi har, a punktet P =(x,y) ligger pacirklen, nér afstanden [CP| =r. Vi
bruger afstandsformlen til at finde|CP:

ICP| =+/(x- @) +(y- b)?.

Dvs. P =(x,Y) ligger pacirklen, nar
r=4(x- a)?+(y- b)?
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Og kvadrerer vi begge sider, safasligningen

r® =(x- a)*+(y- b)*
6

For at bringe forvirringen op pa et hgjere niveau kan vi bruge maangdebygger-
notationen til at beskrive en cirkel:

{(X’Y)‘(X- a)2 +(y- b)? = rz}

Det er ikke altid, at man lige skriver cirklens ligning pa formen ovenfor - nogle
gange vadger man at gange parenteserne ud og at flytte rundt pa leddene. Dette
kan give anledning til mange gove og underhol dende opgaver!

Eksempel
Cirklen med centrum C =(0,0) og radiusr =1 har ligningen

(x- 0)* +(y- 0)* =1°
Eller, pAmere "normalt" dansk
2 2 _12

X~ +y° =

Dette er en meget hyppigt optrasdende cirkel, sa den fortjener et specielt
navn - den kaldes enhedscirklen.

Eksempel
Cirklen med centrum C = (- 2,3) og radiusr =3 har ligningen:
(x- (-2)* +(y-3)* =%

Normat ganger man dog leddene ud og flytter hgjresiden over pa
venstresiden. Fglgende ligninger er derfor ogsaligninger for cirklen:

(x+2)*+(y-3)? =3
Hvisvi ganger paranteserne ud, safas:

X% +y? +4x- 6y+2=0
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Tit og ofte er man ude for den modsatte situation - man har en ligning med x'ere

og Yy'ere, og man skal bevise, at det er ligningen for en cirkel samt finde cirklens
centrum og radius,

Metoden til at | @se dette problem er illustreret i felgende sagtning:

Saaning 16 (LYS)

En ligning pa formen:
x® +y? +ax+by+c=0
er ligningen for enten:

a en cirkel
b) et punkt
C) ingenting.

Bevis:
Vi skriver ligningen om:
X% +y? +ax+by+c=0

3.
2 2 a2 p2
x2+ax+a—+y2+by+b—:a—+b—-c
4 4 4 4
R.
a., b,, a? b?
X+2)2+(y+0)2 ="+ - ¢
( 2) (y 2) 72

Vi deler nuopi tre muligheder:

Hgjresiden er negativ:
Det ses, at venstresiden er summen af to kvadrater, og
venstresiden kan sdledes aldrig blive negativ. Er hgjresiden
derfor negativ, sa kan ligningen ikke vaare opfyldt for nogen punkter
(x,y), og ligningen fremstiller ingenting (eller den tomme
maangde), sa det var tilfadde c.

Hgjresiden er lig med nul:

Nu kan ligningen kun passe, hvis begge led pa venstresiden er nul,
dvs. hvis

(x+2)2=0 og (y+%)2=o

Eller, idet kvadratet pa et tal kun kan vaae nul, hvis tallet selv er
det:
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Ligningen er kun opfyldt for punktet med koordinaterne (- g,- g),
og vi er dbenbart i tilfadde b.

Hgjreside er positiv:
Vieritilfaddeaog har en cirkel med centrum og radius:

a b a’ b?
C=(-—=,-= 0 r=,—+—-cC.
(2 2) J 4 4

)

Regnede opgaver :
Opgave:
Tegn den kurve, hvisligning er givet ved x? +y? - 4x+6y=12.

Lasning:
Vi omskriver ligningen:
X% +y? - Ax+6y=12
3.
X% - Ax+4+y* +6y+9=12+4+9

Vi laggger 4 og 9 til pa begge sider. 4tallet kommer fra
kvadratet pa halvdelen af x-koefficienten (-4), og 9-tallet kommer
tilsvarende som kvadratet pa y-koefficienten (3).

(x-2)*+(y+3)*=25
Aha - vi har en cirkel med centrum i (2-3) (bemagk
fortegnene) og radius lig +/25=5. Det er nu en smal sag a

producere denne cirkel i et koordinatsystem under anvendelse
af f.eks. en passer.

Opgave:

Tegn den kurven med ligningen: x2 +y? +8x +6y +25=0
Lasning:

Vi laver de samme omskrivninger som i forrige opgave:
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X2 +y? +8x+6y+25=0
R.

X% +8x+16+y% +6y+9=-25+16+9
R.

(x+4)?+(y+3)?=0

Kurven er altsa bare punktet (-4,-3), som med lethed kan
produceresi etkoordinatsystem - endda uden brug af passer!

Opgave:
Tegn den kurve, hvisligning er givet ved: x +y? - 6x =- 11

Lasning:
Vi laver de samme omskrivninger igen, men med den finte, at
koefficienten til y-leddet er O:

x> +y?-6x=-11
R

X% - 6X+9+y? =-11+9
R

(x- 3% +(y-0)? =-2

Idet hgjresiden er blevet negativ, sA fremstiler ligningen atsa
ingenting.

Eksempe
Givet: En kurve med ligningen: X2 +y2 - 2X+2y=2.

Find: Entegning af kurven i koordinatsystemet.

Svar:  De samme omskrivninger lavesigen (suk!):
X% +y? - 2x+2y=2
3.
X% - 2x+1+y? +2y+1=2+1+1
3.
(x- D +(y+1* =2°
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Og vi ser, at kurven er en cirkel med
centrumi C=(1,-1) ogradiusr =2.

Givet Punkterne P =(0,0), Q=(3,-1) ogR =(4,2).
Find: Punkternes beliggenhed i forhold til kurven ovenfor.

Svar: Afstanden mellemA =(x,,y;) og B =(X,,y,) er

|AB| :\/(Xl' Xo )%+ (Y1 ¥2)?

AfstandenefraP, Q og Rtil centrum C findes daved

PCl=41- 02 +((-D- 0 =42
QC|=(1- 32 +((-9)- (-1)? =2
RC|=4/(1- 92 +((-1- 2)* =18

Heraf ses, at punktet P ligger indenfor cirklen, idet ~/2<r , Q
ligger pa cirklen, idet 2=r, mens R ligger udenfor cirklen, idet

J18 >r.

Situationen er vist i nedenstédende koordinatsystem:

Y /AN
R
1
A SRR >
P X
7N
c Q
. z
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1L

2.L

Opgaver

Opskriv ligningerne for falgende cirkler:

a Cirklens centrum er (1,-3), og cirklensradius er 4.

b)  Cirklenscentrum er (0-2), og radius er +/5.

C) Centrum er (-2,-4) og cirklen gar gennem punktet (2,-4).

d) Centrum er (-1,1), og den passerer gennem punktet med

koordinaterne (1,-1).

Nedenfor er der angivet ligningerne for rogle punktmaangder. Bestem
disse punktmaangder. Hvis punktmamgden er en cirkel, bestem dens
centrum og radius.

a) X +y’-4x- 6y+12=0

b) x*+y®-8x+8y+32=0

) X°+y*+4x- y-2=0

d) x2+y?-2y+2=0

6 X2 +y? +4x+2y+2=0
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3.9 Parabler og andengradsligningen

Vi skal nu kigge pa en anden vigtig type af kurver - de sdkaldte parabler:

Definition 17 (FS)

En parabel er en kurve med ligningen:

y=ax +bx+c ,at0
hvor a, b og c, de sakaldte koefficienter, er reelle tal, og a
skal vageforskellig fraO.

Bemaak, at hvis vi aligevel lader a=0i definitionen af en parabel, safar vi en ret
linie.

Eksempel
Parablen med ligningen y=x?-2x-3 har koefficienterne
a=1,b=-2o0g c=-3.For at tegne denne parabel kan vi finde en masse
stegttepunkter; vi vadger en raskke x-vaadier og sadter dem ind i formlen
og fér en rakkey-veadier:
Sadter vi f.eks. x=1, S&fér vi, a y =1°- 2x- 3=1- 2- 3=-4, og heraf
ses, at punktet (1,-4) ligger pa parablen.

For at holde styr pa dette plejer man at sadte stettepunkterne ind i et
skema som nedenstaende:

x | 2] -1]o0o]1]2]3]4]
y | 5] o|-3]-4[-3]0]5]|
Disse punkter kan nu sadtesind i et koordinatsystem og forbindes med en
kurve:
y
\ N\
i I
\\ . /f
N
- - F ‘L,X
el X

e
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Det ses, at ovenstaende parabel skager y-aksen i punktet (0,-3) og X-
aksen i punkterne (-1,0) og (3,0). Endvidere ses at parablens toppunkt,
som underligt nok er punktet i bunden af kurven, har koordinaterne  (1.-
4). Toppunktet er det sted pagrafen, hvor grafen vender.

Eksempel

Parablen med ligningen y = 2x? - 2 tegnes pa samme made som ovenfor.

Y

\

1
Eaul

=

Z

Det ses af grafen, at denne parabel
skager y-akseni (0,- 2)

skager x-akseni (-1,0) og (1,0).
har toppunkt i (-2,0).

Bemaak, at x?-koefficienten nu
er 2. Dette betyder, at parablen er
"smalere’ - de to parabelgrene er
stejlere.

Nedenstaende parabel har ligningen y = - X? +6X - 5.

Pl

~

<

/

\

/lu

x?-koefficienten er nu negativ
(a=-1), og det betyder at parablen
"vender nedad'”.

Vi kan af grafen se at parablen
skagrer y-aksen i (-5,0)

skagrer x-askeni (1,0) og (5,0)
har toppunktet i (3,4).

Denne parabel har ligningen y = - 2x* +8x- 8.

y=x%-2x+3

42

Vi kan af grafen se at parablen
skager y-akseni (0,-8)
skagrer x-aksen i (2,0)

har toppunkt i (2,0)

Bemagk at skagingspunktet med x-
aksen samtidigt er toppunktet.

Denne parabel har ligningen



12 Vi kan af grafen se at parablen
) skager y-akseni (3,0)
\ - skazrer ikke x-aksen

= har toppunkt i (1,2)

Vi vil i det falgende undersage, hvorledes skaaingspunkterne med x-aksen og
med y-aksen samt toppunktet kan findes uden at tegne parablen, men kun ved at
kigge pa parablens ligning.

Vi starter med det nemmeste, nemlig skagringspunktet med y-aksen:

Satning 18 (LS)
Parablen med ligningen
y =ax’ +bx+c
skager y-aksen i punktet (0,c)

Bevis:
Alle punkter pa y-aksen har x-koordinaten x=0. Sa hvis et punkt med x-
koordinaten = 0 skal opfylde parablens ligning, sa may-koordinaten vaae
y=ax0?+bx0+c=c

som vi ser ved indsadtelse af x=0i parablensligning.
0

Vi kigger nu pa en parabel's skagringspunkter med x-aksen. Alle punkter pa x-aksen
har y-koordinaten 0, savi skal finde de x-vaadier, som opfylder ligningen

0=ax? +bx+c.
Sadan en ligning kaldes en andengradsligning, fordi den ubekendte x optraeder i
anden potens. Det kreeves dog stadigvak, at andengradskoefficienten a er
forskellig fraO.

Lgsningen til andengradsligningen findes i felgende sadning:
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Saaning 19 (FS)

Lad ax® +bx +c = 0 vageen andengraddigningmed at 0.
L ad andengraddligningens diskriminant vaae tall et:
d=b?- 4ac
Sa afhaanger |@sningsmaangden til andengraddigningen af d's
fortegn:

1) Hvis d<0, sa: er der ingen I@sninger.
2) Hvis d=0, sa er der én |lgsning:

- b
2a
3) Hvis d>0, sd er der to |@sninger:
_-b++/d _ -b-Ad
X= eller x= :
2a 2a

Af en eller anden grund lagrer de fleste gymnasieelever denne formel udenad! Det
skyldes maske de 247 andengradsligninger de kommer til at | gse...

Tallet d kaldes diskriminanten, idet den adskiller (eller diskriminerer) mellem
de forskellige muligheder for Igsninger.

Traditionelt kaldes Iagsningerne til andengradsligningen ofte for redder. Dette
kommer af, at den ssimple andengraddligning:

x?-a=0

har kvadratroden af a som lgsning, nar a ellers ikke er negativ. (Ligningen har
ogsa lgsningen - +/a).

Ofte slar man tilfadde 2 og 3 sammen og skriver, at |@sningerne er:

X:-biJE
2a

Dette passer jo, ogsanar d =0.

Inden vi beviser satningen ovenfor, sa er det nok pa sin plads at give et par
eksempler palasning af andengradsligninger.

Eksempler
a  Ligningen x* - 2x- 3=0 har diskriminanten
d=b?- dac=(-2)%- 44x-3) =4+12=16.
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Denne diskriminant er positiv, sa der er to radder:
X_-bi«/a_-(-Z)i«/E_214_ 3
2a 2% 2 -1

b) Ligningen-2x2 - X+ 3= 0 har diskriminanten
d=b%- dac=(-1)?- 4x-2)8=1+24=25
Denne diskriminant er ogsd positiv, og igen er der to redder:
_-bxdd _-(-D)#+/25_1+5_§-3
2a 2X-2) -4 1

C) Ligningen x* - 2x+1= 0 har diskriminanten
d=b?- dac=(-2)?- 44x1=4- 4=0,

Her er diskriminanten lig 0, sader er kun en Igsning:

X:-biﬁ:-(-z)idﬁ:
2a 2:1

E:]__
2

d) Ligningen x* +6x +8= 0 har diskriminanten
d=b”- 4ac=6°- 4:1:8=36- 48=-12.
Denne diskriminant er negativ, sa her er der ingen lgsninger!

e) Ligningen X% +4x+2 = 0 har diskriminanten
d=b’- 4ac=4°-4:1:2=16- 8=8

Dadiskriminanten er positiv er der to |gsninger:

] S2+4.42
X = 41“/5:-&@:-21\/?:-21«/5: V2
2x1 2 4 -2-.2

N3 ikke mere snak; men i gang med beviset for andengraddigningens
| @sningsformel:

Bevis for satning 19:

Vi laver f@ gende omskrivninger af andengradsligningen:
ax’ +bx+c=0
3.

4a°x? + 4abx+4ac=0
R.

4a°x? + 4abx+ 4ac+b? - 4ac= b’ - 4ac
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4a®x?+2:2ax:b+b% =d
(2ax+b)% =d
Vi skal nu kigge pafortegnet for d :

d er negativ:
| ovenstéende ligning er venstresiden et kvadrat og kan derfor ikke
vage negativ. N& d er negativ, s er hgjresiden negativ!
Ligningen er derfor meningsl@s, og der er derfor ingen radder. Vi
er atsdi tilfadde 1.

derligO:
Dad er lig 0, sd er hgjresiden lig 0. Derfor ma venstresiden ogsa
vagelig 0. Vi far derfor

2ax+b=0

Der er derfor kunenrod i dettetilfadde, nemlig
b

2a’

Dette klarer tilfadde 2.

d er positiv:
Da d>0 sa kan vi tage kvadratroden pa begge sider af ligningen
ovenfor. Der er dog den finte, at indmaden 2ax+b enten er lig
kvadratroden af d eller minus kvadratroden af d. Dvs. vi har faktisk
to ligninger:

2ax+b=-+/d eller 2ax+b=-+/d
Disseligninger |gses videre:

2ax=-b++/d eller 2ax=-Db- </d

3.
-b++/d -b-d
= eller x=
2a 2a
Og vi har endelig faet ordnet tilfadde 3.
o)

Eksempel
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Vi kan f.eks. bruge andengradsligningen til af finde skaaingspunkterne
mellem parablerne tidligere i afsnittet og y-aksen. Tager vi f.eks. den
farste parabel, som jo havde ligningen

y=x%-2x- 3,
sa finder man skagingspunkterne med y-aksen ved at sate y=0 og lgse
den derved fremkomne andengraddigning:

x? - 2x- 3=0.

Denne ligning har diskriminanten:

d=b?- dac=(-2)?- 4XX-3)=4- 12=16,

Da diskriminanten er positiv er der to regdder og dermed to
skagingspunkter P, og P,. Disse skagingspunkter har x-koordinaterne

oo (-2)£416 214:$3

24 2 -1
Det vil sige, at deto skagingspunkter er givet ved
P = (3,00 og P, = (-10)

Dette passer fint med grafen for parablen!

Den flittige laeser vil pa nuvagrende tidspunkt allerede have kontrolleret ale de
andre skagringspunkter.

Avelse: Ger dettel

Vi kommer nu til toppunktsformlen, som giver koordinaterne til det punkt pa
grafen, hvor grafen vender:

Saaning 20 (Toppunktsformlen) (FS)

Betragt parablen med ligningen
y =ax’ +bx+c
Parablens toppunkt er
b d
T=(-—,-—).
( 2a 4a)
(d er her diskriminanten : d =b? - 4ac).
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Beviset for denne sagning vil kommei et senere kapitel.
Eksempel

For at vende tilbage til den ferste parabel, sa husker vi pa, at denne havde
ligningen
y=x%-2x- 3.

Vi kan nu finde toppunktets x-koordinat:

og toppunktets y-koordinat:

_d _ b?-4ac
Yr=--27

4a 4a
3

_ (-2)%-44%-3) _ 4+12 _
Yt =- =- =

-4
4:1 4

Det ses, at toppunktet er T = (1;-4), som det ogsa blev pastaet tidligere

@velse:

Kontrollér de andre toppunkter i eksemplerne frafer.

Sinus-fadden vender tilbage!

| trigonometri-hadtet havde vi et eksempel pa sinus-fadden:

| DABC er A=30°, a=10, c=12. Findb.

For at finde b, kan man enten bruge sinus-relationerne eller cosinus-
relationerne. Hér ngjes vi med cosinus-relationerne:

a® =b” +c® +2bccosA

| denne ligning kender vi ale sterrelserne panaa b. Endvidere er det

faktisk en andengraddligning i b. Det er nu fristende at sedte de kendte
vaadier indi ligningen og lagse | gs:

10° =b? +12% - 2:b:12: cos30°
R.
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100=b? +144 - b><z4x42—§

- 12/3- 44=0

Diskriminanten er
d = (- 124/3)? - 4444 = 256

og der findesto vaadier for b:

_ - (-124/3) £ 4/256 _ 12J§ 16 g $6J§+8

24 J3-8
Med 4 betydende cifre er b altsa
b=6/3+8»18,39 eller b» 643- 8=2,392

Den htre erfaring viser, at det er bedst at tackle sinus-fadden pa denne
made. Man glemmer nemlig ikke sa let, at en andengradsligning har to
| @sninger.
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Opgaver
1L Lesfalgendeligninger:

a) 2x%+14x+24=0 b) 4x%+4x+1=0

c) 3x?- x+7=0 d) 2x%-2x=0

e 3x%- 27=0 f) -/2x° +/10x+3/5=0
g) 4x2=100 h) $x°- Zx+1=0

2.L  For nedenstdende parabler skal skagringspunkterne med x-aksen og med y-
aksen samt toppunktet bestemmes. Derefter skal parablerne skitseresi et
koordinatsystem.

a) y=2x2+3x+2 b) y=2x°
c) y=-4x*-1x-1 d) y=x%-2x+1

3.L Pafigurerne nedenfor er vist graferne for nogle parabler med ligningen

y = ax’ +bx +c. Bestem i hvert tilfadde fortegnene for tallene a, b, c og
for diskriminanten d.

a) y b) y 0) y

\| / s

N

P
X
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3.10 Skeeringspunkter

Vi vil i det felgende vise, hvorledes man kan bruge den analytiske geometri til at
finde skagingspunkter. Filosofien bag er felgende:

Vi har to linier og/eller kurver. De skaarer maske hinanden, men hvor?

For at besvare dette tager vi ligningerne for de to kurver. Vi ska nu finde de
koordinatssg (X,y), som opfylder begge ligninger. At gere dette er et rent
algebraisk problem, som kun kraever en vis portion formelfraes. La@sningerne,
atsA de koordinatssg (x\y), som pafylder begge ligningerne, er netop
koordinatsadtene til skagringspunkterne.

Vi illustrerer metoden med massevis af eksempler:

Eksempel

roly Linierne med ligningerne

y=2x+6

og
y:-x+3

har, som figuren viser, et
¢ enkelt skaaingspunkt.
Faktisk kan vi aflasse dette
= skeagingspunkt pa figuren -
deter (-1,4).

-h -5 £ - 1 3 X Det er dog bedre at se, om
vi kan beregne dette punkt.

Vi sgger altsd et talpar (x,y), som opfylder ligningssystemet
y =2X+6

y:-X+3

Nar man skal l@se sidan et ligningssystem, s er en anvendelig metode at
eliminere, dvs. bortfjerne, den ene variabel.

| dette tilfadde kan vi eliminere y ved at sadte de to ligningers hgjresider

lig hinanden:
$y22x+6 $2x+6:-x+3

P. P.
y=-Xx+3 y=-Xx+3
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$3x:-3 $ =-1
P. P.
y=-x+3 y=-x+3

Xx=-1
y=4

Vi ser alts3, at skagringspunktet har koordinaterne (-1, 4).

Eksempel

ANY Vi vil finde samtlige
skagings-punkter mellem
s linierne med ligningerne:

s 2x+y=2

09

0 4

Figuren viser, a de to
linier er paralelle, hvilket
= betyder, at der ikke er
nogen skaaingspunkter.

7

-5

Men vi praver aligevel, om vi kan | gse det relevante ligningssystem:

$2x+y:2 . $y:2-2x .
4x+2y =0 4x+2y =0

$ y=2- 2x - $ y=2-2x -
4x+2(2- 2x)=0 4x+4- 4x =0

y=2-2Xx

P

Ups - den sidste ligning i ligningssystemet endte med at blive 4=0, og
dette er jo umuligt. Vi ma derfor konkludere, at der ingen Igsninger er til
ligningssystsmet, og dermed ingen skaaingspunkter mellem deto linier.

Eksempel

Vi vil finde skaaingspunkterne mellem linierne med ligningerne:

y=3x+8 og 6x- 2y+16=0.
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Tegner vi linierne i et koordinatsystem, si ser vi, at linierne falder
sammen , dvs at deto ligninger fremstiller den samme linie.

Dette betyder, at der er uendeligt mange skaaringspunkter.

Laser vi ligningssystemet, safar vi

y=3x+8
6x- 2y+16=0
$ y=3x+8

6Xx- 6x-16+16=0

y=3x+8
0=0

.
$

LT

T

Eksempel
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y=3x+8 o

6x-2(3x+8)+16=0 '
=3x+8

y P.

6Xx- 6Xx-16+16=0

Vi ser, a den ddste
ligning, 0=0, faktisk er
overfladig, og a adle
punkter (x,y), der opfylder
ligningen

y=3x+8

ogsa opfylder lignings-
systemet.

Mangden a skagings-
punkterne er her faktisk
maangden af ale punkter pa
linien!



5 Vi vil nu finde

skagringspunkterne

‘ mellem  linien  med
) ligningen
y=x-1

og parablen med ligningen

e 4 Y=x'-2x+1

-1z - - X
Figuren viser, at der er to
> skaaingspunkter, nemlig
(1,0) og (2,2).
* Vi finder disse

koordinater ved at | @se et passende ligningssystem:

y=x-1 o y=x-1 o
y=x?-2x+1 ' X-1=x%-2x+1 '

$ y=x-1

-x?+3x-2=0

Den nederste andengradsligning har diskriminanten
d=3%-4X-1)x-2)=9-8=1

og dermed de to l@sninger for en andengradsligning

X:-Siﬁ:-Silz 1
2(-1) -2 Y2

Dvs x=2 eller x=1. Indsedtes disse x-vagdier i den gverste ligning i
ligningssystemet fas de tilsvarende y-vaadier og det ses, at
ligningssystemets | gsninger (1,0) og (2,1). Dette er altsa koordinaterne til
skagingspunkterne.
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Eksempel
Vi vil finde eventuelle skagingspunkter mellem linien med ligningen

-4x+2y+2=0
og parablen med ligningen
y=x%- 2x+4
N , ,
Figuren til venstre
B antyder, at der nok ikke er
o nogle skaaingspunkter, og
dette viser sig ogsa at
. vagetilfaddet:
“‘»-.______J_/ﬂ
;#X
-2 -E —l/_//
-4x+2y+2=0 y=2x-1
2 P. 9 P.
y=x-2x+4 y=X"-2x+4
y=2x-1 5 y=2x-1
2x- 1= x%- 2x+4 ' x?- 4x+5=0

Den nederste andengradsligning har diskriminanten
d=(-4)- 406=15- 20=-4,

og denne ligning og dermed hele ligningssystemet har ingen |gsninger.

| det sidste eksempel viser vi, hvorledes man kan finde skagingspunkter mellem
en linie og en cirkel:

Eksempel
Cirklen med ligningen
x? +y? - 6x- 10y+26=0

har centrum (3,5) og radius /8 - dette bedes lasseren selv kontrollere
efter! Vi sager skaaingspunkter mellem ovenstaende cirkel og linien med
ligningen

y=-x+4
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Ve —— Figuren antyder, at der kun er et
skaaingspunkt, og at linien derfor
e tangent til cirklen. Vi

i ( ) efterpraver dette:

N

a2

y=-x+4
2x%- 4x+2=0
=-Xx+4

$ - 6x- 10y+26=0 .
y=-Xx+4
$x +(- X+4)2- 6x- 10(- x+4)+26=0
y=-Xx+4
% - 6X- 8x+16+10x- 40+26=0

Andengradsligningen har diskriminanten
d=(-4)%- 49 =16- 16=0

og der er altsa kun en lgsning til denne ligning, nemlig
=_\"" (- 4) =1
2:2
Sadtes x=1 i den nederste ligning, s ses at ligningssystemets eneste
|@sning er talparret (1,3).

Dette betyder, at cirklen og linien skager (eller rettere rarer) hinanden i
punktet (1,3). Dette passer ogsa med figuren!

Opgaver
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1L

Beregn samtlige skaaingspunkter (med 2 dec) mellem kurverne
nedenunder. Der er enten tale om parabler, linier eller cirkler:

a)
b)

c)

d)

€)

Xx+4y=7
X+4y=7
X-7y+14=0

x? +y? +4x- 8y =5
y=-1x°- 6x- 16
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3x+4y=13
XxX+4y=14

x* +y? - 8x+2y=8
13x+7y =11
y=2x+14



1M

2.M

3.M

4.M

5.5

6.M

7.5

8.M

9M

3.11 Opgaver

Vis, at linierne med ligningerne
x+2y-10=0 og 2x-y=10
er orthogonale.

Linien m gar gennem P=(8,3) og Q=(5,-4). Find en ligning for linien n,
som gar gennem R=(2,5), og som er orthogonal med m.

Afger om linierne AB og AC er orthogonale, nar punkterne A, Bog C er
givet ved A=(12,9), B=(41,56) og C=(-6,38).

Linierne mog n har ligningerne

m:3x-4y=2 og n:kx+7y=12
a) Bestem tallet k, sdledes at mog n er orthogonale.
b) Bestem tallet k, sdledes at mog n er parallelle.

En cirkel har centrum i punktet C=(5,2) og gar gennem punktet P=(7,8).
a Opskriv cirklensligning.
b) Opskriv ligningen for diameteren d gennem C og P.
C) Opskriv ligningen for cirkeltangenten gennem P.
(Vink: cirkeltangenten star vinkelret pa diameteren).
d) Find det andet skaaringspunktet Q mellem diameterend
e) Bestem ligningen for cirkeltangenten gennem Q.

Bestem af standen mellem punktet A og linien m, nar
E) A=(-35 og m:3x-7y=-4

b) A=(23) og m:y=3x+2
C) A=(25 og m:10x- 6y+20=0
d A=(8-3) og m:y=-2x- 24

) A=(4;-2) og m:6x-2y+14=0
f) A=(6;-4) og m:4x- 2y+4=0

Der er givet et punkt P=(6,9) og en liniemmed ligningen - x+2y- 3=0.
Beregn koordinatsadtet til spejlbilledet af P i linien m (Vink: Tegn
situationen).

En cirkel har centrum i punktet C=(-2,3), og den har en tangent med
ligningen y :%x- 1. Bestem en ligning for cirklen.

Beregn samtlige skamingspunkter (med 2 dec) mellem kurverne
nedenunder. Der er enten tale om parabler, linier eller cirkler:

a) 3x+y=24 og X?-Bx=y
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10.M Findvinklernei en trekant, hvis sider har ligningerne

11.M

12.M

13.M

14M

15.M

16.S

b)  x+y=x?
C) 2x- 7y-10=0

d  x*+y?-6x+10y=-9

e y=-1ix*+3x+66

3x-2y=4 8x+3y=
Lasfalgende ligninger:
a  12x*+34x- 3=0 b)
c)  -2x?+23x-13=0 d)
e -x*-3x-4=0 f)
g -x2+4x=0 h)

| en beholder er der luft, og ssmmenhgrende vaadier af luftens temperatur
og tryk er malt. Resultaterne fremgér af tabellen - temperaturen T er malt i

C og trykket p i mmHg.

og 3Xx+4y=14

og X% +y?+5x+2y=50
0g x=3

0og y=5x+1

69

x-2y=11

-2x% +23x+13=0

X2 +6x+9=0

-x?-4=0

12x% - 4%-2=0

T 0 12 27 36

49

71

88

100

114

137

p | 680 | 714 | 750 | 770

805

860

870

935

970

1030

Ifalge teorien er p en lineag funktion af T, men pga. maleusikkerheder

passer dette ikke helt.

a) I ndtegn resultaterne ovenfor pa et stykke mm-papir.
b) Bestem en forskrift for p som funktion af T.
Den temperatur, der svarer til trykket 0 mmHg, kaldes det absolutte

nul punkt.

C) Bestem ud fraforskriften det absolutte nulpunkt.

En trekants sider er givet ved ligningerne:
y=-3 3x-4y+5=0

Find vinklernei trekanten.

Givetligningerne  y=x?+1 og
a) Tegn ligningernes grafiske billede

y=x+2

b) Find skeaingspunkterne mellem kurverne

3x+3y-10=0

Bestem centrumskoordinaterne og radius for falgende cirkler:

a) y2+x?+36+15y- 12x=0
b) x?+y? =15- 4y+2x
c) x°-6x=12- y?+4y
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17.M

18.M

19.S

20.M

21.M

22.M

T

03 15 / .

< V

En bro er udformet som vist pa figuren. Den krumme del skal have form
som en parabel. Der gnskes beregnet en laangde af alle de lodrette
staanger. Det oplyses, at disse staanger er lige langt fra hinanden.

To rette linier | og m skaaer hinanden i P=(7,5)

a Bestem ligninerne for linierne, nar | gar igennem Q=(0,8) og m star
vinkelret pal.

b) Bestem de to liniers skaaingspunkt med akserne.

C) Bestem ligningen for den linie, der gar igennem R=(14,0) og er
parallel med y-aksen.

d) Beregn arealet af den trekant, der begramses af naevntetrelinier.

Los falgende ligninger:

a) 12x%-4x-2=0 b) 30x? = x
¢) 3x2+12=0 d) 5,4x%+165=0
e 6,1x%+2,2x+15=0 f) 64x%- 2x=15- 3x?+1

Bestem ligningen for parablen, som gar gennem punkterne
P=(0;5), Q=(48), R=('10;6)

Givet parablen med ligningen 'y = 2X% +2X - 4
a) Tegn parablen
b) Beregn skaaingspunkter med x-aksen
c) Opskriv detointervaller, hvor parablen ligger over x-aksen

d) Lesuligheden 0<2x?+2x- 4

Givet parablen med ligningen 'y = X2 +3x- 1
a) Tegn parablen
b) Beregn skaaingspunkter med x-aksen
c) Opskriv intervallet, hvor parablen ligger under x-aksen

d) Lesuligheden 0>2x%+2x- 4

En bold kastes lodret op i luften med en starthastighed pa 15 m/s. Boldens
hgjde over jorden kan beskrives ved ligningen:
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23.S

24.S

25.M

26.5

27.M

y =2,3+15x- 5% hvor y angiver meter over jorden og
x angiver tiden i sekunder
a) Hvor hgjt nér bolden op?
b) Hvornar rammer bolden jorden?
c) Hvor laange er bolden hgjere oppe end et traepa 10m?

Givet trekant ABC hvor A=(-4,2), B=(0,2) og BC's midtpunkt er M=(1,4).
a) Bestem koordinaternetil C

b) Bestem en ligning for medianen fra A ned pa BC

c) Bestem medianernes skagingspunkt P

AP
d) Bestem |AP|og |PM| ogﬂm%

Bestem tallet k, salinierne med ligningerne:
2x+y=4 og kx+3y=10

a) erparalelle

b) skazer hinandeni (1,2)

C) erortogonale

To flyvemaskiner A og B flyver i samme hgjde over en flyveplads klar til
landing, mens de venter pa landingstilladelse. Til tiden 0 sekunder befinder
A sig 2000 m nord for B. A flyver mod syd med en fart pa 300 m/s, og B
flyver mod @st med en fart pa 100 m/s. Bestem afstanden mellem flyene
efter

a) 2 sekunder b) 6 sekunder c) tsekunder

| et koordinatsystem er der givet to linier | og mmed ligningerne:
l:y=2x-1 og my =X

a Tegn linierne | og mi et koordinatsystem, og ger rede for, at de
skaaer hinanden i punktet (1,1).

b) Beregn den spidse vinkel mellem | og m.

C) Find ligningen for vinkelhalveringsinien for den spidse vinkel
mellem | og m.

To taxafirmaer A og B fastlagger derestakster forskelligt:
FirmaA tager 7,00 kr. i startpenge og 7,50 kr. pr kert km.
FirmaB tager 12,00 kr. i startpenge og 35,0 kr. pr. kert km.
Med f(x) betegnes prisen for at kere x km med firma A. Med g(x)
betegnes prisen for at karex km med firmaB.
a Angiv regneforskrifter for funktionernef og g.
b) Lasuligheden g(x) < f (x).
C) Hvad siger lgsningen til uligheden om prisen pa taxature med de to
firmaer?
Et tredie firma C fastlaggger taksten som: 7,00 kr i startpenge, 10,00 kr
for den farst karte km og 6,00 kr for hver af de naeste km.
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28.M

29.M

30. M

31.M

d) Indtegn i et koordinatsystem prisen for en tur med firma C som
funktion af antal kerte km.
e) For hvor lange taxature er firma C det dyreste?

Grafen for en lineag funktion f g&r gennem punkterne A=(-10,12) og
B=(9,22).

1) Bestem en regneforskrift for f.

2) Undersag, om punktet C=(7 ; 19) ligger pagrafen for f.

Figurerne viser graferne for to stykkevis linesae funktioner, f og g.
Find forskrifterne for f og g.

/N /N
q p B
\ A ll{)g/ _..q/ N\
) B ) \ 1 )
» I

| nedenstdende citat fra Politiken, 18/9 1985 kan man leese om
beskatningsreglerne for privatkersel i firmabil, nar der kares op til 10000
km arligt:

Efter de nyeregler vil taksten pr. kilometer for en arlig kersel pa op til
10.000 km udgere 1/50 promille af nyvognsprisen.

Den skal dog mindst veare pa 3 kr. pr. kmog hgjst 8 kr.

Det vil sige, at alle biler, der koster under 150.000 kr, skal have
taksten forhgjet til minimum 3 kr., hvorimod der hgjst skal betales 8 kr.
pr. kmfor biler, der koster over 400.000 kr.

Bemagk: 1/50 promille = 1/50000
a Tegn grafen for den funktion, der angiver taksten pr. kilometer som
funktion af nyvognsprisen.

b) Bestem en forskrift for denne funktion.

| Roskilde Kommune betaler beboerne for deres vandforbrug efter
nedenstdende bestemmelser. Ud over en fast afgift betales bade en
vandafgift og en vandledningsafgift, som begge afhaanger af forbruget. |
1991 var taksterne:

Fast afgift: 91.50 kr.

Vandafgift: 5.20 kr. pr. 1000 liter vand.
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32.M

33.M

Vandledningsafgift: 14.52 kr. pr. 1000 liter vand.

a Bestem en regneforskrift for den funktion f(x), som angiver den
samlede udgift til vand, malt i kr., som funktion af vandforbruget x,
malti 1000 liter.

En familie brugte 172000 liter vand i 1990.

b) Beregn familiens samlede udgift til vand i 1991 ved uandret
forbrug.

Familien vil gerne nedssdte den samlede vandudgift for 1991 til hgjst
2500 kr.

c) Hvilket vandforbrug métte familien sa hgjst havei 1991?

En kunsthandvaarker fremstiller en bestemt type krukker. Han vil levere 50
krukker pr. maned, hvis prisen sadtes til 100 kr. stykket, og han vil levere
70 krukker pr. maned, hvis prisen sadtes til 120 kr. stykket. Antallet af
krukker, han leverer pr. maned, kaldes udbudet, og det antages, at udbudet
er en lineag funktion af prisen pr. krukke for priser mellem 80 kr. og 120
kr.

a Tegn pa grundlag af dette grafen for udbudsfunktionen i et
koordinatsystem.
b) Bestem en regneforskrift for denne funktion.

Efterspargsien pa krukkerne er ogsa en funktion af prisen. Det antages, at
denne funktion er givet ved:

E(x)=-0.7x+128 , 40£ x£140

C) Bestem den pris, for hvilken det gadder, at udbud og efterspargsel
er lige store.

En synodisk maned er den tid, der gar mellem to fuldmaner, eler, hvad
der er det samme, Manens omlgbstid omrking Jorden.

Idet Manen langsomt bremses op i sin rotation omrking Jorden, kan man
forvente, at laagden af den synodiske maned langsomt aftager gennem
armillionerne.

En made at mde, hvorledes den synodiske maned aftager, er ved at
betragte forstenede muslinger. En muslingeskal er nemlig opdelt i
perioder svarende til en synodisk maned, og som igen er opdelt i dag-
vakstlag. Ved at optadle det gennemsnitlige anta dag-vakstlag i de
forstene muslinger kan man sdledes finde ud af, hvorledes den synodiske
maned har varieret gennem tiden.
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| nedenstéende tabel er angivet sammenherende vaardier af
t = forsteningensalder i mill. ar

0g
X = den synodiske maneds laangde i dage.
t 0 18 40 46 72 | 205 | 300 | 340 | 380 | 510
X 29,2 | 294 | 296 | 298 | 299 | 29,7 { 30,1 | 304 | 30,5 | 31,6

34.M

a) Gar rede for, om man med rimelighed kan antage, at der er en
linesar sammenhaang mellem x og t.

b) Ifelge nutidige astronomiske observationer aftager den synodiske
maneds laangde med 2 millisekunder pr. arhundrede. Er dette i
overensstemmel se med malingerne ovenfor?

Man kommer engang i mellem ud for, a sammenhamgen mellem to
sterrelser ikke er lineaa; men at denne sammenhaang kan transformeres
om til en linesar sammenhamng. Eksempelvis kan man undersgge et enzyms
reaktionshastighed v som funktion af substratkoncentrationen c. (Et enzym
er et protein, der virker som katalysator, typisk i en biologisk
sammenhang). Teoretiske overvejelser antyder, at sammenhaangen mellem

vogcer af formen

1:a1‘+b
Vv C

atsden linesa sammenhaang mellemE og E
cC Vv

Nedenstaende skema indeholder en raskke malinger af cog v:

137,0

99,5

67,6

26,2

13,6

10,0

7,9

22,0

20,5

19,0

12,5

9,0

7,0

6,0

35.S

a Lav en tabel, som viser sammenhaangen mellemiog—.
C

b) Er der tale om en lineaa sammenhaang mellemlogl?

C) Bestem konstanternea og b.

1
\

C Vv

| et koordinatsystem er en cirkel bestemt ved ligningen
X% +y? - 28x- 18y +273=0
Bestem cirklens radius og koordinatsadtet til dens centrum.

For ethvert reelt tal a fremstiller ligningen
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y =ax+1
enretliniem,.

Vis, at linien my,, skagrer cirklen.

Bestem tallet a, sdledes at linien m, skager cirklen i to punkter, som
ligger paen diameter i cirklen.

Bestem masngden af tal a, for hvilke m, har punkter fadles med cirklen.
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Facitliste

Kapitel 2
1: a y=x+2 b) y=-1ix+3 ) y=x+11
d y=3 e) y=5x+4 f) y=8x-32

2. @ 6343° bh) 3369° ) 45° d) 37,87°
e) 33,60° f) 1848 @) 45° h) 101,31°

Kapitel 3

1: a -1 b) c) ingen d) 125

foe] [

Kapitel 4
cm
1 b) x=0,025—>m c) Ja
g
Kapitel 5
1: a -4 5
f3x+9, x£-2
-2 ,-2<x<0
1 , x=0
3: f(x)=
(x) s -2 ,0<x<2
-4, x=2
-X+5, x>2
4. a) 16 b) 8 c O d 25 e) -25 f) 8

Kapitel 6
1. b 34, B, 441, /37, B5 418
2: |AB| =4/218 ,|AC|:«/261,|BC|:«/173,A:50,10°, B=70,45°, C=59,45°

Kapitel 7:
21 2 34
e Y B O Tam
9 L9 2 5 &
26 /58 \/53
Kapitel 8
1 &) X*+y?-2x+6y-6=0 b) x?+y?+4y-1=0
c) X2 +y®+4x+8y+4=0 d) x?+y?-2x+2y-6=0
2: a) Cirkel med centrum (2,3) og radius 1 b) Punktet (4,-4)

c) Cirkel med centrum (- 2,%) og radius 3 d) Ingenting
) Cirkel med centrum (-1,-1) og radius /3
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Kapitel 9

d) (0,8895; -0,0805) og (-3,8161 ; 8,6585)

e) (-10,-6) og (-6,2)

67

1 a -3o0g-4 b) "5 C) ingen
d Oogl e) 30g-3 f) 500-5
g) -40g1l h) ingen
2:
x-akse y-akse toppunkt
a ingen (0,2) (-0,75;0,875)
b (0,0) (0,0) (0,0)
C ingen (0,-1) (-0.5;-0,875)
d (1,0) (0,1) (1,0)
3: a a>0,b<0,c<0,d>0 b) a>0,b>0,c0, d<0
c) a>0,b>0,c<0,d>0 d) a>0,b=0,c<0,d>0
e) a<0,b<0,c0,d>0 a>0, b<0, c<0, d>0
Kapitel 10
1: a) ingen b) mange c) (0,2) og (7,3




Kapiteloversigt

Den rettelinie

y =ax+b Ligningen for enlinie.
y=a(x- X,)+Y, Ligningen for en linie gennem punktet 1,y .
a:u Haddningen for en linie gennen
X = %
punkterne (X,,Y,) 09 (X;,Y,).
a=tanv v er vinklen mellem linien og x-aksen.
a:ar=-1 Produktet af to vinkelrette linier med

haddninger & og a,

Afstandsfor mler
|AB| :\/(xz- X )% +(Y, - y1)? Afstanden mellem punkterne
A=(X1,y1) 09 B=(X;,Y,)

_ |aX1+b' Y1|

vJaZ +1

Afstanden mellem linien| : y =ax+ b, og punktet P= (x,,y,)

dist(P,1)

Cirkler
(x- a)2+(y- b)2 =r? Ligningen for cirklen med centrum
(a,b) og radiusr.
Parabler
y=ax’ +bx+c , al 0. Ligningen for en parabel.
(0,0 Parablens skaaring med y-aksen.
T= P £ ik Parablens toppunkt.
2a 4a
(%,y) :ﬁ bzia\/a’ok Parablens skaging med xaksen. Det

kraever dog, at d = b? - 4ac >0
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