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Anvendte symboler

Sadninger, definitioner og formler er maaket med

FS:  ssningen findesi formesamlingen
LS. lax sgv formlen udenad - den findes (underligt nok) ikke i
formelsamlingen, og du far sikkert brug for den til eksamen



2.1 Racerbilspil

Reglerne for racerbilspillet er som falger:

1)

2)

3)

4)

Hver deltager har en bil.

Spillepladen (banen) er et ternet stykke papir, hvorpa man vedger et
startfelt og et malfelt. Endvidere skal man tegne nogle kurver, som
er gramserne for banen.

Den spiller, som kommer farst i mal, har vundet. En spiller, som
rammer graanserne for banen, gar ud af spillet.

Spillerne flytter deres brikker efter tur. For at illustere, hvorledes
man flytter, giver vi et eksempel pa en bils bevaagyel se:

Til at starte med stér bilen i feltet
maarket med et kryds.

Den farste spiller vedger nu en
retning, som bilen skal bevagge sig i.
Bilen bevemger sig et felt i denne
retning. Man husker denne retning
ved at tegne en pil.

Pa tegningen til hgjre har spilleren
valgt at ga et felt skrét opad til hgjre.




Neeste gang, det er spillerens tur,
vadger han at ga et fet til hgjre.
Hans bevagyelse er da den farste
bevasgelse (skrét op til hgjre) og den
anden bevagel se (hgjre) tilsammen.

Denne gang har spilleren igen valgt
a @ge sin hastighed (den tykt
optrukne pil) med et felt til hgjre.

Selve strategien i spillet er at opna en tilpas stor hastighed, men uden at komme i
karambolage med banegramserne. Der er nemlig begraansede muligheder for at
bremse op (her m& man vadge hastighedsandringer  modsat
bevasgel sesretningen).

Endelig kan det naevnes, at man inden for fysikken kalder hastighedssandringen,
som her er pa et tern pr. runde, for accelerationen.

All I hear is your geatr,

When my hand's on your grease gun,

Oh it's like a disease son,

I'm in love with my car, gotta feel for my automobile,
Get a grip on my boy racer rollbar,

Such a thrill when your radials squeal

Queen: I'm in love with my car



2.2 Vektorer

En skalar er en sarrelse, dller et tal, som angiver en masngde dler en mding, f.eks. 7-tdleti '7
adler', eler 5,21 '5,2 kg md'. (Der er i gvrigt ingen sammenhaang med den velkendte
akvariefik scalara'en).

En vektor derimod er en starrelse, som angiver bade en maangde og en retning. F.eks. '7 kmi
nordestlig retning' eler 'kraften er 7 N og er rettet nedad'.

Vektorer optraader i stort tal indenfor fysik. Falgende starrelser er faktisk vektorer:
kraft, hastighed, acceleration, eektrisk feltstyrke, ...

mens falgende kun er skaarer:
tid, tryk, masse, ladning, aredl, ...

| racerbilsspillet betragtede vi forskellige vektorer: Hastighedsvektoren var den pil, der
bestemte, hvor meget bilen flyttede sg frarunde til runde, og accelerationen var aandringen af
hastigheden frarunde til runde.

Man betegner normat en vektor som et bogstav med en lille pil over: & - man kan dog godt
komme ud for, at man betegner en vektor med fed type: a.

Groft sagt kan man Sge, at en vektor er en pil. Vi Siger, a to vektorer er ens, hvis de peger i

samme retning og har samme lasgde. Kigger vi pa nedenstdende figur, sdses,at a = b,
mens d ikkeerlig ©,d eler &.

S ON

Laengden af vektoren & er et tal (eller en skalar) og betegnes med |4 . P& figuren er
3] =[] =|d| =[¢].

En speciel vektor er nulvektoren, 0. Den har lasngden 0 og ingen retning. Den tegnes som en
prik. En vektor, som ikke er nulvektoren, kaldes en egentlig vektor.

To vektorer er ensrettede, hvis de peger i samme retning. Pafigurener f.eks. @ og
ensrettede. To vektorer er modsat rettede, hvis de peger i modsatte retninger. Pafiguren er

a og d modsat rettede.
To vektorer kaldes parallelle, hvis de er ensrettede eller modsat rettede. Pafigurener & og

¢,og d og d padlele Vi betegner dette med &|C og éua



To vektorer kaldes ortogonale dler vinkelrette, hvis de stér vinkdret pa hinanden. 8 og €
ovenfor er ortogonale - vi skriver a* €

Nulvektoren har ingen retning, sa derfor kan den hverken vagre ensrettet, modsat rettet,
pardld eler ortogond med noget som hel<.

Inspireret af vort racerbilsspil indferer vi endvidere de vigtige operationer: addition og
subtraktion af vektorer samt multiplikation af en vektor med en skalar (den sdkaldte
skalarmultiplikation):

Definition 1
Lad & og b vage vektorer og t et redt tal. SA defineres:

a) d+b som vektoren fra a’shdetil b’shoved, n&r b er st |
“forlaangelse” o a .

b) &@- b som vektoren fra b’shovedtil &'shoved, n& haemefor a
og b er ssmmenfadende,

i ensrettet med & for t >0
C) ta som den vektor, der er |l modsat rettet & for t <0, ogsom
[ ligmedd fort=0
har laengden |t] 4] .

Her er det vist pa sin plads med et par tegninger:




Der er et par dunkle punkter i denne definition - se opgave 2.5.

Der gedder fadgende regneregler for regning med vektorer:

Saetning 2
Lad , og vage
vektorer, sog t redle td. Da gedder

a) b)

0) d)

e f)

9 h)

i) )

Bevis:

a) Denne regel kades ofte parallelogramreglen.




b) Igen udgaer beviset en tegning:

&+ B+
(&+B)+¢

4

Arsagen hertil kan ses pategningen,
somi gvrigt ogsa er beviset.

Diagonden i parallelogrammet skabt
af vektorerne @ og b, kan
fortolkes som béde som @+ b og
omb+a.

P& tegningen er vektorene d , b
og € sa i hden pahinanden.

Sumvektoreme a+b og b +¢
kongtrueres.

Det ses, at vektorerne & + (b +€)
og (+b)+¢ eridentiske

) Dette udsagn er opfyldt,

idet addition med nulvektoren ikke aandrer noget - nulvektorens "hoved" og
"had€e' er jo sammenfadende.

d) Beviset i det tilfadde, hvor begge vektorerne @ og b e egentlige vektorer,
ogt>0:

3+B

®

{3+th

t(3+b)

t6

ta

Bemagk, at trekanterne er
proportionae med proportiona-
litetsfaktoren t.

e-h)  Dette er udsagn om laagderne af de indgdende vektorer.

I-]) Disse kades ofte trekantsulighederne, idet de er reformuleringer af de
gammelkendte udsagn om, a summen & laagderne a deto Sder i en trekant
er starre end laangden af den tredie. Trekanterne her er naturligvis de

trekanter, hvor siderne udgares af vektorerne a |, b, a+b henholdsvis
a,b,a-b

0



Ved geometriske anvendelser har man ofte brug for at tale om en vektor mellem to punkter:

Definition 3 (LS)
Lad A og B vage to punkter. Vektoren startendei A og duttendei B
®
betegnesmed AB.

Vi har fdgende saning om sddanne vektorer:

Saning4 (LS)
ad A, B og C vaae punkter. Da gadder:
® ® ®
F2) AC = AB+ BC

® ®
b) BA=- AB

Regd a) kades ofte indskudsreglen.

Bevis:
a) Betragt nedenstéende figur:

® Dennefigur viser faktisk, a
AB indskudsreglen er en reformulering
® af definitionen & vektoraddition.
AC
A
b) Dette fager umiddelbart af det faktum, at
® ® ®

—

0= AA= AB+BA

Opgaver

2.1  Betragt fdgende vektorer:



2.2

2.3

24

2.5

® J/
I //
g R
T
Besvar fdgende spargsmd:

a) Hvilke to vektorer er ens?

b) Hvilken vektor er faktisk nulvektoren?

C) Hvilke vektorer er ensrettede med C ?

d) Hvilke vektorer er ortogonale med C ?

e) Opskriv tre par a ortogonae vektorer.

f) Er 8 og € engettede eller modsat rettede?

0 Hvilke vektorer er pardlelle med b?
h  Erkogd padldle?

Overfar hver af vektorerne frafiguren i opgave 2.1 til ternet papir.
Tegn derefter falgende vektorer:

a) 4+¢C b)
d) (@-b)-¢ o

+ 26 C) f-n
- (-3¢ f 26+ 3f - 4g

[N e N

|det sSidelamngden of et tern pa figuren sadtestil 1, sa ska laangden & dle vektorerne
a,b,c,d, e f,g,h kogi angives

Lad A, B, C,.. vage punkter i planen. Reducér fadgende udtryk mest muligt - brug
saning 4

® ® ® ® ®
a AB+ BC+ CD+DE+ EF

® ® ® ® ® ®
b) AB+ BC+ CD+ AB+ DA+ BC

® ® ® ®©

C) AB+ CB+ DB+ BA
® ® ® ®

d) 2CD+ DE+ DA- BA

Bevis, direkte ud fradefinition 1, og uden brug af saning 2, nedenstéende udsagn:

a) (a+b)-b=a
b (a-b)+b=4a
o a-b=a+(-Db



d) a-a=0
B a+a=2a

2.6  Trekantsuligheden siger, a ‘a’ + 5‘ £ la]+ ‘5‘ . Hvad skal der gadde om vektorerne a
og b, for a lighedstegnet skal vaare opfyldt?

10



2.3 Nogle geometriske anvendelser

Vi vil i dette kapitdl komme med nogle geometriske anvendd ser af vektorer. Vi starter med
fa gende saaning:

Saetning 5
| et pardldogram haverer diagonaderne hinanden.

Bevis:
Idet pardlelogrammets vinke spidser kaldes: A, B, C og D, og midtpunktet af
liniestykket AC kaldes M (se figuren), sd skd vi bevise
® ®
BD =2BM
Dette betyder ikke blot, a M ligger pa diagonaen BD, men & M ogsa er midtpunktet
for BD.
B C
M
A D
Idet ABCD er et paralelogram, sahar vi, at
® ® ® ®
AD=BC og BA=CD
Vi har nu;
® ® ®
BD =BC+CD Indskudsreglen
v
® ® ®
BD =BC+ BA ABCD e
pardldogram
U
®
® ® ® ® ®
BD =BM+ MC+ BM + MA Indskudsreglen
v
® ® ® ® ® ® ®
BM =2BM+ MC- AM =2BM AM = MC

0
En anden velkendt sseining, som let kan vises ved hjadp af vektorer er:

10



Saaning 6

| en trekant Skeger medianerne hinanden i samme punkt, og dette
punkt deler medianerne i forholdet 2:1

Bevis:
A Sadningen er illustreret pategningen
til vendre.

D Vi husker p&, at medianen er
defineret som linien fraen vinkdspids
til midtpunktet pa den modsatte side.

B F C
For at bevise ssgningen laver vi en ny tegning:

A D er midtpunktet af Sden AB. E er
midtpunktet af Sden AC.
E Skagingspunktet for de to me-dianer
D CD og BE kaldes M.
Liniestykket AM forlaangestil
punktet G, slaengden | MG| bliver
B C  liglaagden | AM |. Endelig kaldes
AG's skagingspunkt med BC for F.

G

Vi vil beviss & |BF| =|FC|
Dette er nemlig det samme som & sige:
1) Liniestykket AMFG er den tredie median.

2) Den tredie median gar gennem samme punkt M som de
andre medianer.
3) |AM| = 2|MF| (viser vi til Sd<).

Vi garter med at oversadte de forskellige oplysninger til vektorsprog. Idet D og E er
midtpunkterne for Sderne AB og AC, sa gadder:

® ® ® ®
AD=DB og AE = EC

11



Maden, hvorpavi konstruerede punktet G fortadler endvidere, at

® ®
AM = MG
Farst lad os bevise, at linierne BM og GC er pardléelle, og &t CM og BG er pardldle
® ® ® ® ® ®
2ME = ME+ ME 2MD = MD+ MD
v v
® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
@ 2 ME = MA+ AE+ MG+ GC+ CE @ 2 MD = MA+ AD+ MG+ GB+ BD
® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
@ZME:MA+EC+AM+GC+CE @ZMD:MA+DB+AM+GB+BD
® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
2 ME = MA+ EC+ AM+ GC+CE 2MD = MA+ AM + DB+ BD+GB
v v
® ® ® ®
2ME =GC 2MD =GB
® ® ® ®
Dvs. ME og GC er padidle. Dvs. MD og GB er padldle.

Vi ved nu, a BGCM er et pardldogram, og under henvisning til ssgning 5 kan vi
konkludere, a diagonaernes midtpunkt, som jo er F, faktisk deler liniestykkerne BC
og MG i to.

At F tvedder BC, visar, a AF e den tredie median.

Og a F tvedeler MG viser, a
| AM| =|FG| = 2| MF|
Dvs. a punktet M deler medianen i forholdet 2:1.

Til Sdst bar nsevnes, at dette argument ogsa kan laves pa de to andre medianer,
sdedes at disse ogsadeles af M i forholdet 2:1.

En konsekvens & sadning 6 er falgende sagning 7, som vil vise 99 a vagre meget anvenddig,
nar vi f& indfert koordinater.

Sadning 7 fortakker endvidere, hvorfor medianernes skaaingspunkt kaldes trekantens

tyngdepunkt - anbringer man tre lige store lodder i hver af trekantens vinkel spidser, sa findes
‘balancepunktet’ netop i medianernes skaaingspunkt.

12



Saaning 7

Lad ABC vage en trekant, og lad O vage et punkt i planen. Det fadles
skagingspunkt for medianerne i trekant ABC, kaldet M, opfylder da:

®

® ®
OM = 1(OA+OB+OC)

Bevis:

Betragt figuren, hvor detre
medianer er indtegnet, samt et
tilfaddigt punkt O.

Udover indskudsreglen bruger vi

sadning 5 og det faktum, af F er
midtpunktet af BC.

® ® ®

®
A+ OM+ MB+ OM + MC)

® ® ® ® @ ® ®
1(OA+0B+0C) = OM +£ (MA+ MB+ MC)

® ® ® ® ® ® ®
1(OA+OB+0C) = OM +1(2FM + MB+ MC)

®

® ® ® ®
1(OA+OB+0C) = OM+1(FM+ MB+ FM+ MC)

®

A 0
X
D E
B F
1 ® ® ® 1 ®
3(OA+0OB+0C) =3(OM+ M
v
v
v
® ®
v
1 ® ® ® ® 1 ® ®
5(OA+0OB+OC) =OM +3(FB+ FC)
v
2 8 @ ©
@ 3(OA+0B+OC) =OM +3(FB- FB)

@ ® ® ®
1(OA+0OB+0C) = OM

13



2.4 Koordinater for vektorer

Kig pa fdgende tegning:

PAtegningen er der angjivet tre vektorer d , b 0g C . Disse kan beskrives som:

a : 2til hgreog 3 op

b : 4til vendreog 2 op (dler - 4 til hgire og 2 op)

C : 3til hgreog O op
Koordinatfremstillingen for en vektor er en viderefarese a denne lidt primitive beskrivelse
af vektorer.

For a kunne lave koordinater mavi have et koor dinatsystem. Et sadant bestér of et
startpunkt (origo), som betegnes O, og to ortogonale vektorer af laangde 1, kaldet im og | .

Af tekniske &rsager sarger man for, at vinklen fra i til | er 90° ogmod uretsretning.
Her er et par eksempler pa koordinatsystemer:

y

?A?

@) ) X y

Vi benytter neesten altid et koordinatsystem som det farste.

14



Koordinatsedtet til vektoren a defineressomdetota a; og a,, der opfylder
d=ai +a,]
Man skriver normalt
g=2219
&a,0

Denne notation skelner ganske fortrinligt mellem koordinatsadtet til et punkt og
koordinatsadtet til en vektor.

Ser vi pa vektorerne pategningen paforrige side, s kan de beskrives ved

a=20  5=2% ¢ =20

“&p “&2p ¥ ~ &5
Bemaak, at

- a6 . a® 5= 29

& & Y &

Vi erinteresseret i at udtrykke vektoroperationerne addition, subtraktion og
skalarmultiplikation ved hjadp af koordinater:

Saetning 8 (FS)
. a0 - abo
Lad a:8 ~ogb :8 — vage vektorer, og lad t veare en skalar.
A, & b, &
Da gadder
s b G C sm-b G
9 a+b=g uf b a-b=g uf
> tho 2 b0
a4
0 ta:?lg 9 =+l +a?
ta, @
Bevis:
3 d+b = (af +ay]) + (B +by]) = ai +hyi +a,] +by] =
- . &y tbho
a; th)i +(a, + = -
(a; +by)i +(a; +by) | 8a2+b2ﬂ

b)  &-Db=(ad +a])- (i +by))=ai - bi+a,]- b=

15



(o B (eI =53

0) ta=t(a +a,j) =tayl +ta,] = 22,0

q 2] q 2 &azg
d) — —_ — —_

Idet a=al +a,] ogi” |,sAkanvi
] lave en retvinklede trekant, hvori
a j® kateterne har laangderne
[ |a1| |—|al| og |a2T|:|a2|
af

1

Numerisktegnene er ngdvendige, idet koordinaterne a; og a, ikke
nedvendigvis er positive. Hypotenusen far daifage Pythagoras laaresadning

langden
a :«/|a1|2 +|a,2|2 =.Ja’+a,’

)

Sammenhamngen mellem koordinaterne for punkter og for vektorer fremgdr af fagende
definition og seeningen dertil.

Definition 9 (LS)

Lad A vage et punkt i planen. Stedvektoren til A defineres som
®
vektoren OA, hvor O som saadvanligt er koordinatsystemets

begynde sespunkt.

Saetning 10 (L S)
Lad A= (al,az) og B =(b;,b,) vaze punkter i planen
a0
F2) Stedvektoren OA til punktet A har koordinaterne OA galg.
2

alo
b AB =
) 8bz a,0

Bevis:
a) Dette fager umiddelbart &f definitionen af en vektors koordinater.

16



b) Ved brug & indskudsreglen og punkt afas

®@ © @ @ @ &, 0 0 &0
AB=AO+OB=- OA+OB=-¢ * +aé)l ;- 3
8&213 gbz azfa

)

Fordelen ved at bruge koordinatbeskrivelsen af vektorer er, at lommeregnere og computere
kan anvendes. F.eks. kan naevnes, at tegne- og grafik- programmer til computerei vid
udstraekning benytter ig af den sdkaldte vektorgrafik, der benytter vektorer til fremtilling af
bl.a. tekniske tegninger. Til Sdst neayner vi, & sadning 7 kan omformulerestil:

Sagning 11
Lad ABC vaae en trekant, hvor A, Bog C har koordinaterne
A=(a,a;) ,B=(b,b,) ,C=(c,c,).

Medianernes fadles skegingspunkt M har da koordinaterne
M =(3(@+by+cy) | d(@+b, +cy))

Bevis:
Vi ser draks, at ssaning 11 egentligt er et udsagn om stedvektor er. Vi kan dafinde
punktet M's stedvektor

6@M=E(C()®A+C()®B+CC)@C) }(@10 @10 %‘19 8%(a1+bl+ol)o
3 83293 bzfj e—(az+b2+02)g

Dette kan nu oversadtes vha. sadning 10 til et udtryk for M's koordinater.

6
Opgaver
41  Vektorerne &,b, € er givet ved
a_a@t} 6_ae]t.') é_anQ
&35 &4 & 20
Bestem koordinatssdtene til
a) a+2b- ¢ b) -¢c+24a 0) a-c
d 2a-3b e b-2 f) 3 +2]

4.2  Punkterne A, B, Cog D er givet ved
A=(-5-3,B=(2,2),C=(14),D=(-3-6)

Bestem koordinatsstene til

17



4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

® ® ®
) AB b) AD 9 CC

® ® ® ® ® ®
d AB+AC ¢ BC+CD 9 AB- CD

Bestem koordinaterne til vektorerne & og b, givet a

é+6:§8&i og 5?1-6—?1(?
60 &-4p

&0 4o
Bestem tdlet x, siledes at vektorerne 8 + 0og 8 —er padldle.
X 69
Er vektorerne ensrettede?

| paraldogrammet ABCD er punkterne A, B og C bestemt ved
A=13 , B=(2,7) , C=(-349

a) Bestem koordinaterne til punktet D.

b) Bestem koordinaterne til diagona ernes skaaingspunkt, M.

| pardldogrammet ABCD gadder, at
® a0 ® 23D
AB=¢c -, AD=¢ =+ o0 A=(22
&g §15 (22)
® ®
a) Bestem koordinaterne for de to diagonal-vektorer AC og BD .

b) Bestem laangderne af de to diagonder i pardldogrammet.
C) Bestem koordinaterne til de tre punkter B, C og D.

Trekant ABC er bestemt ved
A=(48 ,B=(-4-6) , C=(-6)
a) Bestem sddlamgdernei trekant ABC.
b) Bestem koordinatsadtet til medianernes skagingspunkt M.
C) Bestem laangderne af de tre medianer i trekanten.
d) Bestem punktet D, sdledes at ABCD bliver et paralelogram.

18



2.5 Skalarproduktet

Vi vil nu undersage, hvorledes man kan finde vinklen mellem to vektorer. Dette gares ved brug
af det skaldte skalarprodukt:

Definition 12 (FS)

Lad v vage vinklen melem vektorerne & og b . Dadefineres
skalarproduktet af @ og b somtalet
ah = |é”5‘ cosv

Skalarproduktet kaldes nogen gange prikproduktet - pga. af prikken mellem vektorerne.
Denne prik kan ikke uddades uden at skabe forvirring, idet der indenfor rumgeometrien
forekommer endnu et produkt mellem vektorer - krydsproduktet.

Bemagk, at skaarproduktet faktisk er en skaar, dvs. et tal, og at definitionen af
skalar produktet er uafhaengig af koor dinatsystemet. Man skd i gvrigt passe pa med
ikke at forvekde skalarproduktet med skalarmultiplikation.

Endelig kan bemaakes, a man ofte betegner vinklen mellem &@ og b som B (&,b) .
Definitionen af skalarproduktet skrives dasom a0 = |é”5‘ cos(b (a,b))
For at skalarproduktet skal kunne brugestil noget, er det ngdvendigt a kunne beregne det pa

en anden made end ved a bruge vinklen mellem vektorerne. Vi skynder os derfor at udtrykke
det ved brug af vektorernes koordinater:

Satning 13 (FS)

. a0 - abdo .
Lad d = ~ogb=c = .Daeg ax =ab +a
8a2;21 og 8b2g 10y +a;b;

Bevis:
Vi vil bruge cosinus-relationen pa trekanten til

29 hgjre. Dennetrekantssiderer & ,b og a- b,
0g Sdelamngderne er derfor

% |é| — /alz +a22
pl=-/bs* +b:°

- B =/(ar- b7 +(a, - by’

D)

Cosnus-rdationen fortadler nu
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- B[ =a* +[p|" - 2afp|cosy
v
=12 ) 12 -
a- b =|a*+]p|" - 24
- ifdge definition 12 er Sdsteled jo ligmed - 238 >b.
Nu ska der regnes! Farst indszdter vi Sdelaangderne kvadreret, s udregnes

parenteserne pa venstresiden, derefter gar en masse led ud med hinanden, og mélet er
ndet efter en divisonmed -2

(a;- b)?+(a, - by)? =a,® +a,” +b2 +b,? - 28
W
a,” +b% - 2ab +a,” +b,% - 2a.b, =a® +a,> +b? +b,? - 280

v
v

Vi giver nogle anvendelser af skadarproduktet:

Regnede opgaver
Givet: Lad vektorerne & og b varegivet ved & = ogb = 20
= J 84 J 8191
Beregn: Vinklenmellem & og b .
Lesning: Vi omskriver definitionen af skalarproduktet til
Cosv = %{J , hvor v er vinklenmdlem & og b.
o
Vi beregner
X =1x-3)+44=-3+4=1
ja] =+1% +4% =17
\6\ =(-3% +12 =10
og far
cosy = abh 1
ap| " V710
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e 1 0o
V = arccosc————= » 85,60° .
8é‘«/17«/10125»

Opgave: Lad A=(2,3 , B=(-14), C=(5- 2) veze spidsarnei en trekant.
Beregn siddamngderne og vinklernei trekant ABC

Lesning: Punkterne A, Bog C er vist pafiguren nedenfor. Vi starter med at finde
® ® ®
koordinaterne for vektorerne AB, AC og BC

B y ® w1-20 &P

AB=C s 35 15
N

® ab-206 &30
AC = + = +
&2.3% &5

Siddamngderne i trekanten er dalig med laangderne af disse vektorer

®
|Nﬂ{A%: (-3*+1=410
®
|AC|:‘AC‘:«/32+(-52 =34
®
|BC|:‘BC‘:4/62 +(-6)% =4/72.

Vinklerne findes ved brug af skaarproduktet:

® ®
A= ABxAC _ (-393+1-5) _ -14

|Aglad e E (57 V1034

e -14 0o
D A = arccosg——————= » 13940°
VS, 088 10 34@»
® ®
0SB = BAXBC _ 36+ (- (- 6) 24

5 VZ+(262 (-6 VINT2

8
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&

24 O
Dvs. B= arccosgii » 26,57°
J1I0V72 &

® ®
0sC = CACB _ (- 3)%-6) +5>6 _ 48
= eTe 1" =
C4CB V92 +8% 97 +67 V372
e 48 o
Dvs. C=arccoxgc———= »14,04°.
ENTNT
® ®
Bemagk, a vi flittigt brugte, & BA=- AB og tilsvarende for deto
andre vektorer.

Fagende konsekvens af definitionen af skadarproduktet er ganske anvenddig:

Saning 14 (FS)
Lad @ og b vage egentlige vektorer, dvs. at 0,b 0. Da gadder

ab0 ab=0
Bevis:

@b =0
(i

4 ﬁﬁ‘mosv =0 (hvor v=D(d,b) )
(i

cosv =0 (idet]a® O \6\1 0)
(i

v = 90°+2180° (212)
(i

a b

0
N& man bruger denne saning, daer det vigtigt, a man kontrollerer, at @ og b fektisk er
egentlige vektorer. Vi giver et eksempd:

Eksempel
Opgave: Bestem de vadier o tdlet t, for hvilke vektorerne
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b_aet-lt_)
T&2- 13

a0
&
er orthogonale.

Lesning:

Vi ser straks, at a dtid er en egentlig vektor, idet andenkoordinaten 1 aldrig

kan blive 0. b er derimod nulvektoren, n& t = 1, idet begge koordinaterne s3

bliver 0. Vi skd daudelukketilfeddet t = 1.
Vi finder nu skalarproduktet:

. a80 eet- 16 ,
a*x=c~- ==tXt-1)+1xXt
S &2 gy DA

) =2A%-t-1

Dette skalarprodukt er netop nul, nér 2t% - t- 1=0

Dette er jo en andengraddigning med diskrimimanten
d=(-1%- 4XX-1) =9
og redderne

Idet vi her uddladt Igsningen t = 1, sAfés resultatet:
a og b er orthogonale, netop n& t = -

Vi viser nu nogle regneregler for skalarproduktet:

N

Satning 15 (FS)
Lad & , b og € vaze vektorer, t e redt tal. Dagadder:

8 ab=ba b axa=|d°
o axb+c)=ab+ax d (tad)* =axtb) =t(ax)
Bevis:
8 A= |é”5‘cos(£)(é, b)) = \6“51(:03(9(6,5)) =b>d
b)  axa=|dfacoD(a,a)) =|a’ cog(0°) =|a* 4 =a]”
C) Her er vi nadt til at regne med koordinater. Vi betegner vektorernes koordinater med:
. a0 - abo | a0
= +,D= +,C= =
%) 8b2z 8@2}

Vi fé& da
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0 a0 a6, a0 @ﬁclo
b +e) = sazﬁgbzg 80,0 Sy &, + G
a;(b, +¢;) +ay(b, +¢;) = ayby +ay¢ +ayb, +a,c, =
O a0 a0 a0 _ _ - _
ayby +aph, +ac; +a,c; = 8a2ﬂ)%b2fa zﬂx&zﬂ axp +ax

d) Her er vi igen nedt til at regne med koordinater. Vi anvender de samme koordinater
som i beviset for c):

186 =G G 5= oy +1aD, = (o + o) =
~ o\ a0 a0 _ 5
t(@ax) = ath, +ath, = az_x(é‘tbz__ Xtb)
0

Falgende saning er en konsekvens af ssaning 15:

Saetning 16 (LS)
Lad & og b vage vektorer. Da gadder:
=2 L2 =2 -
[a+b| =[a®+[p| +250
o) |a- B =la?+[p
9  (@a+b)xa-b)=|a?- p[

_ — IO 2 _,
axa+a +ax+bb =[a’ +jp| +2a>b

b) og c) bevises pa stort set samme made.

Eksempel
Givet: Omto vektorer a og b oplysesfagende |4 :‘5‘ =2 og ‘é+5‘ =./5
Find: Vinklenmdlem & og b.
Svar: Vi bruger @) i ssgningen ovenfor:
2 2
[a+b| =[a®+[p| +2a>b
Ved indsadtelse fas
JB% =22 422 + 23
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som giver

axp=-32
For vinklen v mellem de to vektorer gedder da
svn -3
COSV = —— 2 =3
|a|\b\ 2%

v =arccog(- ) » 112,02°.

Find: Lamgden af vektoren a +2b
Svar: Lige paog hardt:
2 2 a2 e o 2
[a+20|" =[a]” +[2b|” +2ax(2b) =[a]* +4p|" +4ab =
2°+42° +4x- ) =14
Herafses,at‘é+25‘:\/ﬁ.

Nu undrer den meget arvagne laeser Sig nok over, hvorfor man ikke har et vektor produkt,
dvs. en operation, som vi passende kan kalde * , som til to vektorer & og b tiloder en ny

vektor 8* b. Denne operation skulle gerne have de rigtige "mulltiplikative" egenskaber, dvs.
fdgende regler ska gedde:

8  a*b=b*a
b) a* (b +€) =a*b +a*c
C) ab afhaanger ikke a koordinatsystemet, menkunaf & og b
Det viser Sig isaa at vaare egenskab ¢, som ikke virker. Vi giver et eksempel paen mulig

operation, som ik ke opfylder egenskab ¢, og som derfor er uanvenddig indenfor vektor-
agebraen.

Eksempel
Operationen* defineres som:
. aayb 6 &0 - abo
3*b=8 lbl+,hv0rc’?l=8 12 og b=8 oy
a,b, & A, & b, &

Det er let a vise, a denne operation opfylder reglerne a) og b). Desvaare er ¢) ikke
opfyldt. Vi kan f.eks. beregne * -produktet af nedenstdende vektorer:
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y Pafiguren har & og b koordinaterne
I
8 &g 0 &1o'
1 =+ 8 Og * -produktet bliver da:
' 56 = a0, a8 _ a0 B
' S0p $15 801&
1 X

Nu vadger vi et andet koordinatsystem, som er drgjet
45° i forhold til det gamle. Bemagk, at vi andrer
over hovedet ikke pa vektorerne!

Vektorernes koordinater bliver da
_a603(-45°)5 _@J2/2 06
4 (- 455 & 2/ 28
b= a809(45° )6 a/—lzo
&sn(45")5 &2 /29
og Vi far
= a&/—/zo a/—/zo /2o
V2120 &2120 12

som ikke er nulvektoren! Men lige sdvel som 2>2 er 4 i bade Itdien og Brasilien, sa
skulle vores vektorprodukt ogsa give det samme i begge koordinatsystemer! Vi ma
derfor forkaste vores forsag pa at lave et vektorprodukt.

3k
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5.1

52

5.3

54

55

5.6

5.7

Opgaver

Givet fdgende vektorer:
5= 20 5=2% =2
" &0 “&1p " &5
Bestem tdlene
a ab b &b Q) aﬁ-\ﬁ\z
d bxa+c) o (2b- X)x€ 1) (a+2b)xa- 2b)

Givet vektorerne g, 6, C somi opgave 5.1. Bestem vinklerne mellem

a)

aogh b) bogi 0 a+cogb-¢c

Givet vektorerne é,B, C somi opgave 5.1. Bestem koordinaterne til

a)

(@x)c b)  ((2a- D)*)E

Trekant ABC er givet ved punkterne A= (15 B=(47) C=(-3-2)
Bestem vinklernei trekanten.

Vektorerne @ og b er givet ved

a= ég og b= (?2 ) 19
8t0 et-1g
Bestem tdlet t, sdledes at
a) la=3 b) d og b er orthogonde

Vektorerne @ og b opfylder [d] = 3, ‘5‘ =2 og a°b = 4. Bestem

a) vinklenmdlem & og b b) langden af vektorerne a + b
-~ Eyu= D =12 |51
¢ (a+b)Xa-b) d [af- \b\
€) vinklen mellem vektoreme & +b og &@- b
e . asosvo
Lad v vageenvilkarlig vinkel, og betragt vektoren €, =8 ..
sinvg

a)

b)

Bevis a vinklen mellem &, og x-aksen er ligmed v, og at |6, = 1.
€, kaldesenhedsvektoren med retningsvinkien v.
Bevis, a enhver egentlig vektor & kan skrivessom a =& &, for en passende

vagtvinkd v.
Dennevinkd v kaldes retningsvinklen for a .
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2.6 Tveervektor og determinant

Man er ofte interesseret i at finde en vektor, som stér vinkelret pa en given vektor. Dette er
egentligt nemt nok; man dregjer bare vektoren 90°. Her er dog et problem - der er to vektorer,
som kan fremkomme pa denne méde. For & fjerne denne tvetydighed definerer man fagende:

Definition 17 (FS)

Lad a vezeen vektor. Tvaarvektoren til a, betegnet &, defineres
som den vektor, der fremkommer ved at drgje vektoren @ 90° mod
Uret.

Pafiguren er vist de to muligheder for den roterede
vektor, og det er indikeret, hvilken man vadger som
a.

Egentligt burde man skrive 3 , men af typografiske grunde udelader man ofte den lille
vektorpil. Ved mere komplicerede udtryk sadter man ofte hatten efter udtrykket, siledes er

(a+b)* tvaavektorentil vektorsummen & +b .

Vi vil udiede en forme for tvaavektoren @ udtrykt ved a 's koordinater. Vi bruger her et
trick, som ofte anvendes indenfor vektor-algebra: Vi finder ud af, hvad tvaavektor-

operationen ger ved enhedsvektorerne i og j , og vi beviser, at tvagvektoren opfylder visse
egenskaber - de sakadte linearitets-betingel ser. Disse to fakta kan sa kombinerestil den
anskede koordinatformel.

Vi starter med linearitets-egenskaberne:

Satning 18 (FS)

Lad @ og b vezevektorer, 0g t et redt tal. Da gedder:
g (a+b)"=a+b b  (ta)" =ta

Bevis:
Beviset er |ettere tegnet end fortdt:
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Denne figur illustrerer beviset for a).
(Additionstrekanten og additions-trekanten

a
a+b Denne figur illustrerer beviset for b).
a
ta
V ta

0
Sa kommer vi til udregningen af enhedsvektorernes tvagvektorer:
Satning 19
I=Jogj=-T1
Bevis:
y
Igen en tegning!
N
1
X
0

Vi kan nu favores koordinatformd:

Saetning 20 (FS)

_ %116 o A %az'd
Lada=8 +.Saera=8 +.
a, & a9
Bevis:
A - =\ A ~ N - - - - %az(.j
a=(ayl +ay]) =ai tayj=ayj tap(-i)=-a) +a] “€a 5
a, @
0
Eksempel

29



. e 6O _
Hvis a = 865 ,sAer d= 8 3 E . For at efterkontrollere, at de to vektorer faktisk er

orthogonae, sa kan vi beregne skaarproduktet
ae 60
axa= 86_)(8 +=3(-6) +6x3=-18+18=0.

Dette giver nul, s3 de to vektorer er orthogonale.

Tvaavektoren bruges bl.a. til at definere den sdkadte determinant:

Definition 21 (FS)

Determinanten til vektorerne @ og b defineres som
det(da,b) = &0

Determinanten er pa mange mader den onde stedbroder til skalarproduktet - hermed menes,
at determinanten kan mange af de samme ting, og har mange af de samme egenskaber, som
skaarproduktet, men paen lidt underlig méde.

Vi garter med a finde et koordinatudtryk for determinanten:

Satning 22 (FS)

. a0 ~ abo
L = + = +.
A s PP 85

Daer det(d,b) = a,b, - ab, =

& bl‘

Bemaak, a man normat bruger 2x2-skemaet ved opskrivning af determinanter:

a, bl_abz ah,
=44 - Azl
a, b
En god huskeregd er, at man ska gange"i et kryds' og huske minustegnet!
Bevis:
Vi har
det(3,5) = 4 = = 20210 b vap, =ab,- ab
Sa ngzﬂ 2 1 107 - 800

)
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Determinanten har fa@lgende egenskaber:

Saetning 23

Lad @ ,b og € vagevektorer, og t e redt tal. S gedder:
a  det(a,b)=- det(b,a)
b) det(d,b +¢) = det(a,b) + det(a,c)
¢  det(a+b,c)=det(a,c) +det(b,c)
d  det(td,b) = det(a, tb) = tdet(d,b)

Bevis:

a8 o E ab, o
a Her er vi nadt til at regnei koordinater. Lad a = 8 s _8 oy
A, & bzz

Safas

det(d,b) = ayb, - a by =- (ba, +byay) =- det(b, &)
b) det(a,b +C) = 4xb +C) = &> + 4> = det(a,b) +det(a,c)
o  det(@+Db,c)=(a+b)€ =(a4+b)>c =4 +b > = det(, ) + det(b, )
d  det(td,b) = tab = tdet(a,b) = 4xb = det(a, tb)

0

Envigtig anvendelse af determinanten er fadgende sadning, som bar sammenlignes med ssening
14:

Saetning 24 (FS)

Lad @ og b vege egentlige vektorer. Da gadder:
det(@,b)=0 U aerpardlel medb

Bevis:
Bevisat er egentligt ganske smpdlt - vi bruger sedning 14:
det(d,b) =00 4b=00 &b U aerparalel medb
0
Vi har derfor fdgende tommelfingerregel: N& man vil undersage, om to vektorer er

orthogonale, sa finder man deres skalarprodukt, og ndr man vil undersage, om to vektorer er
pardldle, safinder man deres determinant.

Regnet opgave
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Givet: Lad, for et redt ta t, vektorerne & og b vage givet ved:
;- BtP-40 o &b
&2 - 3+ 20 &15

Fnd: Devagdier for t, for hvilke
a) aog b e padldle, b) a og b er ortogonale.

Svar: Vi ser dreks, a b atid er en egentlig vektor, og a a kun er nulvektoren netop nar
t2-4=0 og t?-3t+2=0

dler, ved lening & andengraddigningerne, nér:
(t=2 U t=-2) U(t=1U t=2)

Dvs. kun nd&r t = 2 har vi nulvektoren. Vi uddukker derfor dette tal frade videre
beregninger.

a) Vi finder determinanten:

2
det@b)=| " " Y A=t 4a- 13- 3+2)@=-t2+6t- 8
t°- 3t+2
Dette er jo en andengraddigning i t. Leses denne ses, a determinanten er nul,
netop n&r
t=4Ut=2

|det vi udelukkede vaardien t = 2, ses, at vektorerne er paralelle netop nér
t=4.

b) Vi finder nu skalarproduktet:
B -4 8480
&2 - 3 +20 610
Igen opnés en andengraddigning i t, hvis radder ses at vagre
t=2Ut=-1

=2(t?- 4 +(t?- 3 +2)=3%-3t- 6

Idet vi udelukkede t = 2, ses, a vektorerne er orthogonale netop nér
t=-1

En anden anvendd se af determinanten er
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Satning 25 (FS)

Lad @ og b vae egentlige vektorer. Da gadder
det(,b) =a]b|sinv
hvor v er den fortegnsbestemte vinkel mdlem & og b.

v>0

Den fortegnshestemte vinkd mellem & og b e ganske

W smpeit vinklen mellem & og b .
B

v<0

(@ C)

Dog er der den finesse, a vinklen regnes for positiv, hvis
"a kommer fer b, dvs. hvis man kan kommefra a til
b ved hgjst at g& 180° i positiv omlgbsretning .

Ellersregnesv for negativ.

Bevis:

Lad w vege vinklen mellem a og b. Viharda a w=90°- v, som gadder uanset
beliggenheden for & og b (husk, at v regnes med fortegn!). Ved a bruge definition

12 fas

det(d,b) = &b =4]b|cosw =ab|cos(90°- v) =[alp|sinv

(0]

Satning 26 (FS)

Lad @ og b vaze egentlige vektorer. Da gadder:
a) aredet af paraldogranmet udspaendt af @ og b er
A= ‘det(é,ﬁ)‘
b) aredet af trekanten udspaandt af @ og b e
T= %‘det(é,ﬁ)‘

Bevis:

Dette fager af de velkendte formler for aredlet af et pardledogramog af en trekant:
Aredlet of et paralelogrammet er produktet &f sidelaengderne |8] og ‘5‘ multipliceret
med snustil vinklen v.
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Aredet af trekanten er det halve aredl af pardldogrammets.
0

Eksempel

6.1

6.2

6.3

216

T
Aredet af trekanten udspaandt af vektorerne ¢ +~ O e
82;25 g 84 7]

o ae 16
:l - ;:l
A= 2delg g, =2

2

1 - 1
41‘ =5(14-2%-1))=3

Opgaver

Lad vektorerne é,f), C vaae bestemt ved

a=2 % 5 = 20 =2

€25 &4 & 45
Bestem
a A by Db o  (a+b- 20"
d &b e  det(c,b) 1) a0 - det(a,b)
Bevisformlerne
8 ab=ab b [a=|4 9 @4a=0

d)  det(d ) =|d° e  det(d,b) = det(d,b)

Vektorerne d og b er givet ved
a=20 o p=2 %0
&y &2 - 4o

Bestem talet t, siledes at

a) a og b er orthogonale
b) a og b e padldle
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2.7 Projektioner og oplgsninger

Vi omtaler nu nogle anvendelser af skalarproduktet og determinanten. Vi starter med en
generd |aningsforme for to ligninger med to ubekendte - den sakaldte deter minantformel :

Saetning 27 (FS)
Lad fdgende ligningssystem vagre givet

i ax+hy=¢
|
TX+by=c,
ogladD, D, og D, vae determinanterne givet ved
a b a
D =& bl’DX:C_L l,Dy= g Cl‘
a, b c, b, B G

Hvis D 1 0, sahar ligningssystemet netop én lesning:

D
(xy) = (2=

Bevis:
Vi indfarer vektorerne
azaalg,t‘i:ggl? ,6:?9
29 29 &2
0g observerer, at ligningssystemet kan skrives som vektorligningen
ax+by=¢
Endvidere ser vi, at
D = det(d,b) , D, =det(¢,b) , D, = det(d,c)
"Prikker" vi begge sider & vektorligningen med tvegvektoren & , safér vi
axax+a by = axc
Idet 4>a =0 0g D! 0, Ahar vi

Q>

- . xC Dy
aby=4axc 0 === =

Y Y a>b D
Ved "prikning" med b & ligningen féstilsvarende

bxax +b>py =b>c

Idet b>b =00g D1 O samt brug af sadning 23 fés
. N e b,c) _ - det(c,b) D
prax=bwc 0  x=2C-dtbC) _-deh) Db,
b>xa det(b,a) -det(dab) D
o]

Eksempel
Ligningssystemet
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i2x+4y =6
%x— y=-2

har determinanterne

2 4
D:‘1 4:2(-3)- 4% =-10

6 4
D, = , J:G(-3)-4(-2):-18+8:-1O
D _P =2(-2)- 64 =-4- 6=-10
yolr -2 - -

ldet D =-10* 0, [A er ligningssystemets Igsning:

o =22y =( 2 20 -y

En geometrisk versgon af denne lasningsforme er sagtning 28, som dog kraaver, & man ved,
hvad en oplasning af to vektorer er for noget:

%1 Opskrivningenaf € som en sum af vektorer
® —
B paralldle med henholdsvis & og b kaldesen
® —
’ oplgsning & T efter d og b.
a
Satning 28

Lad @ og b vage egentlige vektorer, og antag at & og b ikkeer
pardldle. Safindes der for enhver vektor € to entydigt bestemte
vektorer G, og C, opfyldende

c=6+% oy Gla og Gfp

Bevis:
Idet & og b ikkeer pardlelle, sier det(d,b) 1 0, og ligningssystemet
xa+yb=¢
har netop en lgsning (Xg, Vo) - Seeter vi

C, = Xpd 09 sz}’oB
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safér vi den enskede oplgsning af vektoren C.

Bemaak, a vi faktisk far en forme for oplesningen fra seeining 27:

det(c,b) _ , det(@,c)
del(3.B)  det(a, b)

(29) c=

Vi kommer nu enddlig il projektionen af en vektor pa en anden vektor.

Definition 30 (FS)
Lad bt 0. Projektionen af vektoren @ pa b betegnes &, og

defineres som den komponent af a 's oplasning efter b og b, som er
parale med b .

) | stedet for ordet projektion benytter man nogen gange det lidt mere
komplicerede ortogonal projektion.

B
Vi vil udlede en formd for projektionen af en vektor:

Saetning 31 (F9S)

b}
&

ab=6

Ul
D'l

Bevis:
Dette fadger af formlen (29):
= det(c,b) 4+ det(&,c) 6
det(a,b)  det(a,b)

Denne angiver vektoren C's opl@sning efter vektorerne @ og b. Vi ergtatter ¢ med
a,amedb ogb medb, ,0g Vi fé (hold tungen lige i munder)
5= det(a, b) — det(b a)
det(b, b) det(b b)

37



Nu er

det(a,b) = - det(b,a) = - bxd =- (- b)x@=bxa=a%h

det(b,b) = - det(b,b) =-bsb =- (- b)>b =b>p
Avi fa

3, = det(a,b) - _ fintzﬁ

det(b,b)  b>b
hvilket giver den enskede formel
6
Eksempel
Givet a_aeit} B—aQt'j
& 450" " &p

Find: &, og 6
Svar: a>a =11+ (-4)(- 4) =17

b>b=252+2>2=8
a0 =10 +(-4)R2=-

Vi har da
B, _a>66 -eq e6X/8 23/25
* 5% “&-60/85 &3/2
. @b __-6_._o -64/17 §_ee6/17
ba:ﬁ_.a:—a:
ad. 170 Y-6)X-4) /178 &24/17p

Oplasninger og projektioner anvendes mange steder, f.eks. indenfor kunst og arkitektur. Her
giver vi en anvendd s frafysikken:

Eksempel
En klods med massen m befinder sig pa et skrdplan, som danner vinklen v med
vandret. Hvilke kradter virker pa denne klods?

Umiddebart ser man, a
tyngdekraften F, virker p&
klodsen. Denne har sarrelsen
mg og Virker nedadrettet.

N
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Det viser Sig at vaare smart at oplgse tyngdekraften efter de to vektorer pafigurernetil
vengtre. Dvs. vi oplgser i to komponenter, hvoraf den ene er pardlel med skrdplanet
og den anden stér vinkelret pa skrdplanet.

De to komponenter kaldes Iftt
og Iftn - sefiguren.

Epdvi dere er der normalkraften
F.,, somer lige sAstor og
modsat rettet Ifm. Denne er

nadvendig, idet klodsen dlers
ville kunne bevasge Sg vinkdret
igennem skrdplanet, og det sker
jo ligesom ikke.

Endelig er der en gnidningskraft

Fgn - SOM er modsat rettet F .

Opgaver

Las fdgende ligningssystemer vha. determinantmetoden:

i2x+y=1 i-x+y=5
a) i _ b) i _

1X-2y=3 7 X+y=3

i 4x-3y=7 i 6x+5y=8
c) i _ d) i _

i-7x+5y =13 1-ox-4y=2
Vektorerne d og b er bestemt ved

® W 5

&g &0
Bestem projektionerne &, og b,
Bevisformlerme
@ (atb). =& +b b) (&) =ta
o fd=Tx
Cc N
4

hvor & og b er vilkarlige vektorer, © er en egentlig vektorer, og t er et redt tal.
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7.5

Vektorerne &, b og C er givet ved
ad0 .

a=c¢ =+ b=¢c = C=¢c =

&M 83@ &M

Oples a efter b og C.

Sadning 27 gedder dbenbart ikke, hvis determinanten D = 0.

a Hvorledes opferer vektorerne 8 og b dg,n&d D =07?

b) Hvad ska der geddeom €, far a ligningssystemet har |esninger?

) Formulér en mere generd sadning end sagning 27. Denne sadning ska tage

tilfaddet D = 0 med i betragtning.
d) Les ligningssystemerne
i X+2y=6
+2x+4y =12
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2.8 Den rette linie

Vi vil i dette kapitd beskrive den rette linie ved brug af vektorer. Vi giver to forskellige
beskrivelser & linien, nemlig ved en ligning og ved en stkadt parameter fremstilling.

Vi garter med a minde laeseren om, at ligningen for den rette linie er
Ax+By+C=0

hvor tdlene A og B ikke begge kan vage nul samtidigt.

En made a udlede denne formel pa er fagende sadning:

Saetning 32 (FS)

A __a”o
Lad Ry = (Xg,Yp) veeeet punkt palinien, oglad i :885 vageen

vektor vinkdret palinien. Saer liniensligning
Ax+By+C=0

Bevis:

Vi ser o tegningen, a punktet P = (X,y) ligger pa
linien, hvis og kun hvis vektoren

stér vinkelret pa vektoren fi .

Dette sker, n&r skalarproduktet er nul, altsa ska der gadde
3O X - %90
= == A(X- +B(y- =0
S5 Sy - Yoo (X- %0) + B(Y- Yo)
Dette er ligningen hvisvi erdatter - AX, - By, medtdlet C.
o]

A
Vektoren n = 885 I ssaning 32 kaldes for en normalvektor til linien.
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Eksempel

Linien| gennem punktet P = (1,1) , og som st& vinkelret pa vektoren
s 320
&35
her ligningen
2(x-D)+3(y-D =0
dler
2x+3y-5=0

Bemaak, at normalvektoren ikke er entydigt bestemt. | ovenstéende eksempel er
f.eks. bade

a20 &40

& ¥ &ep
og faktisk en hvilken som helst vektor, der er proportional med den faerste vektor, er
en normalvektor til linien. Det er derfor forkert at tale om normalvektoren til enlinie

Vi har fdgende sammenhaang mellem normalvektorer og haddnings-koefficienter:

Saetning 33 (F9S)
Lad linien | have heddningskoefficienten a En normavektor til | er da:

__aao
'T& 15

Bevis:
Linien| har enligning & formen:

y =ax+b.

Denne kan omskrivestil:
ax- y+b=0

og sammenhol des med saaning 32 fas straks den gnskede normalvektor.

)

Fagende anvendd se & sseining 33 er meget nyttig:
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Satning 34 (FS)

Lad linierne | og m have haddningskoefficienterne a og b. Vi har da

fagende udsagn:: )
logmerorthogonde U ab=-1

Bevis:
Vi har, & | og m er orthogonale, netop nér deres normalvektorer er orthogonae.
Ifdge ssaning 34 kan vi vadge normal vektorerne som

n = aeag og Ny, = = 9
' T& 15 " 15
Disse er orthogonde, hvis og kun hvis deres skalarprodukt er nul, dvs.
a6 a0

= —=ab+1=0
& 15 % 15
Denne ligning kan omformul erestil
ab=-1,

hvilket beviser ssgningen.

Regnet opgave
Opgave: Find en ligning for den linie, som stér vinkelret pa linien med ligningen
y = 3x - 1, og som g& gennem punktet (1,4).

Lemning: Ud fra sstning 33 ses, at linien ma have haddningskoefficienten
q=-1_-_1
3 3
Liniensligning er da
1
=-=(x-1D)+4
y=-Z(x-1)
dler
y= Les 3
3 3

Normalvektorer kan ogsa brugestil at finde vinkler mellem linier:

Regnet opgave
Opgave: Find vinklen mellem linierne med ligningere
2x- 2y+9=00g y=2x- 4.
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Lemning: Linierne har normavektorerne &2 O ol O
" &5 &1

Vi bruger skdarproduktet mellem disse vektorer til & finde vinklen v mdlem
vektorerne. Denne vinkel ma da ogsa vagre vinklen mellem linieme:

85298929
E2% &1 20+(2H-1) _ 6
cosv = ~ -
geZgJEele J2+(22 22 +(1)? 85
e o

dler

e 6 0
= =» 184
V = arcco J§J§ﬂ>> 843

Enddlig kan vi udlede en forme for afstanden mellem et punkt og en linie. Vi skal dog farst
definere denne afstand:

Definition 35 (FS)
Lad | vageenlinieog P et punkt i planen.
Afstanden mellem P og |, betegnet dist(P,l), defineres som den

vinkerette afstand mellem punktet P og .
(Se tegningen nedenfor).

Idet Q er punktet pal, s3 PQ stér vinkelret paL, sder
afganden fra P til L givet ved:

dist(P,l) =|PQ|

En anden vigtig ting, som ska naavnes, inden vi beviser den lovede aftandsformd, er positive
0g negative halvplaner:

den negative hdvplan ~ Har vi enliniel med en givet normalvektor i,
sAdder dennelinie planen op i to halvplaner.
Disse kan skelnes fra hinanden ved at Sige, a

f den positive havplan er den havplan, hvor i
peger ind i. Den anden havplan er sdden
negative havplan.

den positive havplan



Saetning 36 (FS)

Lad punktet P = (X;,Y;) , oglinien | haveligningen
|: Ax+ By + C = 0. Afsanden mellen P og | er dagivet ved

dist(P,1) = A% + By, + ]
A +B?
Endvidere gedder

a) Ax,+By;+C>0 U P1 denpostivehdvplan.
b) A, +By; +C<0 U P1 dennegaivehdvplan.

~

c) Ax;+By; +C=0 U P ligger pal.

A0
Bemaak, at vi bruger normavektoren i = 8872} til at bestemme, hvilken havplan der er
postiv.
Bevis:
Lad By = (Xg,Yp) vageet punkt palinien. Vi har da, at dist(P,|) netoper lig
P®P &0
laangden af projektionen af an=¢ =+
g proj o P 8Bﬂ
Endvidere ses.
®
P ligoer i den poditiv havplan, hvis By P, er ensrettet med 1
®
P ligger i den negativ halvplan, hvis By P, er modsat rettet med 1

®
Vi vil finde projektionen R, P, ved brug af saning 31
® & - X0
RP=¢c ' =
Y1- Yo9

a1 - X0 a&Ao
gyl- yoia‘)EBia
hvor C =- AX, - By,

®
R P> = = A(X;- X9) +B(Y1- Yo) =A% +B; +C

Vi kan nu indssdte i formlen fra ssaning 31

®
® 1] + +
PP = POPmﬁ: Ax; + By, Cﬁ

T InP
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Det ses, a naavneren i braken dtid er positiv, sa det er fortegnet for tadleren

®
Axq + By, + C, som bestemmer, hvorvidt By P er ensrettet eller modsat rettet med

A . Skulle tedleren give 0, SAses det & P ligger palinjen! Dette beviser de tre Sidste
pastande i saaningen.

Finder vi lasngden &f projektionen ovenfor, sAfés

_ ® |Ax, +By; +C|,  _ |Ax +By; +C| _|Ax +By; +C|
dist(P,1) =|P,P, |= A = o -
i L I roe

hvilket beviser ssgningen.

Eksempel
Linien| har ligningen 3x + 4y + 3= 0. Endvidere haves punkterne P = (2,1) og
Q = (5,- 10) . Vi kan dafinde afstandene fra punkt til linien:

3@+4x+3 13 _13

dist(P,1) = o =S
| _|3B+ax-10+3_ |7 _7
dist(Q,1) — =

Endvidere ses, a indmaden i numerisktegnet far forskelligt fortegn for P og for Q.
Dette betyder, at P ligger i den postive havplan og Q i den negative havplan. Kort
sagt ligger P og Q pahver sinsidef |.

En vaiant af saning 36, som dog ikke kan klare lodrette linier, men som derimod stér i
formesamlingen, er sagning 37:

Saetning 37 (FS)

Ladlinien | haveligningen y = ax+ b, og lad punktet P have
koordinaterne (X;,Y,) . Dagedder:

_|axa+b-

dist(P,1) = N

Bevis:
Dette udtryk kan fés fra ssening 36 ved a omskrive ligningen for | til
ax- y+b=0.Vif& da
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- Y1 +b| |ax1 +b- Y1|

Ja+(1 a®+1

)

dist(P,1) =

En anden méde at beskrive en linie pa er ved hjadp af en parameterfremstilling:

® Lad P, vage et punkt palinien, oglad I vereen
vektor pardlel med linien - en sakaldt retningsvektor.

Et punkt P, som ligger palinien, ma da opfylde, a
®
PP er proportiona med T, dvs. der findeset tal t, sd at

®
RP=tr.
Vi kan dafinde et udtryk for P's koordinater (eller rettere for P's stedvektor):
® ® ® ®
OP = ORy+ ByP =ORy+tr
ot 0

Kéelder vi P'skoordinater for (X, Yy), Fy'skoordinater for (X, Yo) , 0g sedter vi I = & P
2

safér vi parameterfremstillingen for I

_ a0 am

@ 20
&y Sy | &

t kaldes parameteren, og den er dtsd en ubekendt, som kan antage ale mulige vaadier.

Inspirationen til parameterfremdtillingen kommer frafysk. Her forestiller man 9g, a t er tiden.
Punktet P er sa positionen for en partikel, der bevasger sig jaavnt langs en ret linie, efterhanden
somtiden t aandrer Sg.

Som ved normavektorer gadder der, at en retningsvektor for en linie ikke er entydigt bestemt
- enhver vektor, som er proportional med den oprindelige retningsvektor er ligeledesen
retningsvektor.

Omskrivningen mdlem ligning og parameterfremtilling foregér sdedes:

Eksempel
Linien| her ligningen 4x - 2y - 8 = 0. Vi vil finde en parameterfremdtilling for I.

Farst finder vi et punkt pal:
Sadter vi y lignul, sdses, & x = 2, hvilket betyder, at (2,0) ligger palinien.
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Safinder vi en retningsvektor til 1. Den finder vi ved a tage tvaavektoren il liniens
normalvektor

n=Ff= BQQU _@0
&g &2
Og dermed kan vi finde en parameterfremdtilling for |
ax0 _a20 ot a20
&yo &5 &
Vi kan more os med at omskrive denne parameterfremdilling til en ligning for |

Fardt finder vi et punkt palinien:
Sadter vi t = 0 s giver parameterfremdtillingen punktet (2,0)

Safinder vi en normalvektor ti I‘ linjen ved at tage tvaavektoren til retningsvektoren:

ne o 20
&g &25
Vi kan finde en ligning for I
-4(x- 2)+2(y- 0 =0

dler
-4x+2y+8=0

Bemagk, at dette ikke er den oprinddige ligning for I.

Regnet opgave
Givet: Linien| her ligningen: 2x+y- 3=0

Find:

Lirienm her peremeterremsillingen & o= oo t & 20
- s G &5

Skaginggpunktet mellem | og m.

Vi tager udtrykkene for koordinaterne fra parameterfremstillingen
x=1-2t og y=3+%

Disse sadter vi ind i I'sligning. Dette giver en ligning for parameterent
2(1- 2t) +(3+5t)- 3=0

eler
2- 4t+3+5t- 3=0

Lesningen sesat vage t = - 2. Dette svarer til skagingspunktet:

48



(x,y) = (1- 2t,3+5t) = (1- 25(-2),3+5(-2)) = (5~ 7)

Skad man finde skeagringspunktet mellem to linier, hvor man kun kender begges
parameterfremdtilling, sd er det normalt bedst a lave den ene parameterfremdtilling om til en
ligning og derpa benytte ovenstaende metode.

8.1

8.2

8.3

b)

<)

d)

Opgaver

Bestem en parameterfremdtilling for linien gennem (1;1) og (2;3)
20

&
Begtem en ligning for linien pardld med vektoren 82 B 0g Som g& gennem

punktet (-2,4)

Bestem vinklen mdlem deto linier ovenfor.

Bestem skagingspunktet mellem deto linier.

Linien| og punkterne P og Q er bestemt ved

a)
b)
<)

| :2x+y+4=0 P=(2-1) Q=(G-5H
Bestem afstanden fral til P og il Q.

Ger redefor, at P og Q ligger pahver sinsidedf |.
Rer spalbilledet til P under spglingeni .

Bestem koordinaternetil R

Bevis, at vinklen v mdlem linieme | og m med haddningerne a og b kan findes ved
formlen

ab+1

cosv =
va?+1b? +1
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9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

2.9 Opgaver

| en regulaa sekskant ABCDEF er sidelaangden 1, centrum er punktet O = (0,0) ,
og et af sekskantens hjarner befinder sig i punktet A=(1,0).
a) Skitseér sekskanten i et koordinatsystem.
b) Bestem koordinaternetil punkterneB, C, D, Eog F.
C) Bestem koordinaterne til punktet P, som opfylder
® ® ® ® ® ® ®
OP =2 AB+ CF- OA+30F+ EB+CO
d) Vis, at

® ® ® ® ® ® ® ®
AE- DE- (FD+DB) =DC- FB- 2EA+ FA

Lad vektorernea og b opfylde
a|=4 b =3 og abh=6
a  Bestemvinklenmellem & og b.

b)  Bestemlamgden af vektoren a+b.
C) Bestem vinklen mellem vektorerne a+b og a- b.

Lad vektorerne a og b opfylde
a=5 Ib| = 2 og D(&,b)=60°

a Bestemad’h.

b)  Bestem det(d,b) .

c)  Bestemlangderne af vektorerne 2a+3b og 3 - 2b.

d)  Bestemen af vinklerne mellem vektorerne 2a+3b og 3a- 2b.

e) Bestem aredlet af parallelogrammet udspandt af vektorerne 2a+3b
og&a-2b.

Lad vektorernea og b opfylde
a|=4 b =3 og B(db)=30
Bestem arealet af trekanten udspaendt af vektorerne d+2b og b - &.

Lad vektorerne d og b opfylde

|é+6|:4 la=2 og abn=-3
Bestem langden af b
Vektorerne & og b er, for ethvert reelt tal t, bestemt ved
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9.7

9.8

9.9

9.10

a= el 39 0 b=¢ =
&2 - 9g J &60
Bestem de vaadier af t, for hvilke
a 4 ogb erortogonale,
b) & ogb erparallelle,
C) arealet af parallelogrammet udspaandt af 4 og b er mindreend 5, og
d) leengden af projektionen &; er lig 4.

Vektorerne a og b er givet ved
a= 220 0 b= 20
“&ap 9 P&y

Bestem de vaadier af tallett, for hvilke vektorerne +th og 2a+4b er
a ortogonale,

b) parallelle.

C) For hvilke af l@sningernei b) er de to vektorerne ensrettede?

Vektorerne & og b er givet ved
a —8689 o] 5—@
15 &%

Bestem de vagdier of tallett, siledes at |é+t5| -5,

| planen er punktet A og vektoren @ bestemt ved

T
A=(13 og a:g39g.

Punkterne B og C opfylder, at
® ®
AB =3a 0g AC=2a- 34.

a) Bestem sidelaangderne i trekant ABC.
b) Bestem koordinaternetil punkterne B og C.
C) Bestem samtlige vinkler i trekant ABC.

Gar rede for, at punkterne A=(35 og B=(84) ligger pa samme side af
linien] med ligningen | : x+2y- 2=0.
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9.11 Indenfor vektor-algebraen kaldes en funktion, som afbilder en vektor over i en
vektor, for en operator. F.eks. er tvaavektor-operationen en operator.
Vi skal i denne opgave se lidt nermere pa nogle operatorer, hvoraf tvaarvektor-
operatoren er et specialtilfadde, nemlig de skaldterotationer..

Lad v vage en vilkarlig vinkel. Operatoren, som tager en vektor a og drejer den
v grader imod urets retning, kaldes R,, og den fremkomne vektor betegnes

naturligvis R, (8) .
a@  Find en anden skrivemade for Ry (d) .

Vi skal nu finde et koordinatudtryk for disse rotationer. Fremgangsmaden er
den samme som for sagning 20 (og sagningerne 18 og 19).

b) Gar redefor, R, opfylder linearitetsegenskaberne
R,(@+b) = R,(a) +R,(b)

0g
R/(ta) =tR,(@).
C) Bevis, at
., _ a80SVQ
RD= &sinvg'

og find et tilsvarende udtryk for R, (j) .

d) Bevisenddlig, at
aXd _aXCosv- ysinvg
R’gyia_ &xsinv+ycosva
e) Stemmer dette overens med sagning 20?
Disse rotationer kan brugestil mange soveting:

f) Bevis, a R,,,,(8) = R,(R,(d)) . (Vink: Tolk udsagnet geometrisk)

)] Benyt d) ogf) til at beviseadditionsformlerne

cos(V +Ww) = cosvecosw- Snvsinw

0g
sin(v +w) = sinv Ccosw + cosvsinw

9.12 Denne opgave er en fortsdtelse af 9.11.
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9.13

9.14

9.15

9.16

Vi ska nu betragte spejlningsoperatoren S,, hvor v er en vilkérlig vinkel.
S (8) defineres som den vektor, der opnas ved at spejle vektoren a i denlinie,
som gar gennem (0,0) og som danner vinklen med x-aksen.

Bestem et koordinatudtryk for S, .

a Bestem skami ngspunktet mellem liniernel og mgivet ved:
a0 280 0 220

lgyz 83(/) 81@ 9 gyz 85z 84(/5

b) Bestem afstanden fralinien n til punktet A nér
&0 el o806
¢ == +~+1¢_+ A=094
n 8ya 83@ 83;5 °d ®4

Linien| har ligningen 5x+3y- 1=0.

Bestem en ligning for linierne m og n opfyldende

a) I"m og mg& gennem punktet (8,- 3),
b) IIn og  n g gennem punktet (8- 3 .

Find ligningen for de linier gennem punktet (0,0) , som danner vinklen 60° med
linienl:3x- 4y+6=0.

Lad liniernel og mvage givet ved ligningerne
l:x-2y+6=0 o0og m:x-2y-4=0

a) Bestem afstanden mellem | og m

b) Bestem en ligning for den anden linien, hvisafstand til | er lig afstanden
mellem | og m

C) Hvordan finder man generelt afstanden mellem to parallellelinier?
- og hvad er afstanden mellem to linier, som skazrer hinanden?
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2.1

2.3
2.6:

4.1:

4.2:

4.3:

45:

4.6:

4.7:

5.1:
5.2

5.4:
5.6:

6.1:

7.1

7.2

7.5

8.1

8.2:

Facitliste

a daogh b) k c) ingen d) a,b,e
ya,c; f,h ; &g f)modsat rettede g) a@ og & h) ng

® ® ® ® ® ®
3,3 2,4/13,3,4/18,1,+/8,0,/2 24: & AF b) AC ¢) CB+DB d) CE+CB

deto vektorer skd vaae engettede (eller nulvektoren)

&0 a0 &l 0 216 a0
¥ &gy O 88;21 9 855 Ve 9825 " &0
HO a2 0 F> ) 30 & 50 16
Vey P& © 80(/1 V% 9 &e " E&rp
a:aalg 5:%22 44: x=-3 ng, de er modsat rettede
81@ 85@
a (-40 b) (-19)
9  AB= gejo 8D = geso b |ACQ=+26  |BD|=
50 30
0 B=(46) C=(-17) D=(-13
a |AB=+260 |BC|=+63  |AC|=/149 b (-2))
o m=y  m=y2 m, =6 d (-215
a) -16 b) 7 c) 4 d) -9¢) -427 )0
0 0
a) 143,13° b) 161,57° ¢) 172,87° 53. a) ﬁ 1 zk b) F 43 4‘2
A=153,43° B=18,43° C=8,13° 55: @ «/5,-45 b -2
a 4819° b) /21 ¢ 5 d 5 €6079
a)Fik b) Fz‘a Q) F'lzk d1e4f9 63 & -8 bl
- 3 10 5 2
a(1-1) b) (-14) c) (-74,-10) d) (-4252)
a35/13 a5/ 40 i s
&0/135  &/4p T4 asbryc
a) aHB b dfa d {(6- 2,0t R} ingenlesninger
X 1 1
oA werzmo ansr g
3 dist(P,1) =% dist(Q,)=~5 0 (-%;-L
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Kapiteloversigt
Regneregler for vektorer

d+b=b+a (@+b)+c=a+(b+c)
(-Da=-a t(a+b)=ta+tb
(s+t)a=si+ta (s)a = g(ta) = t(sa)
|5+ b| £ [a] + o]
® ® ® ® ®
AB=- BA AB+BC = AC
K oordinatudtryk
5+ = thO 5. 5= P10 ta = o0
8a2 +h,o 8a2- b, o 8ta2g
a0 - o)
foo d=¢ = b=¢c "=
8a2ﬂ > gbzz
® @, - %0
PQ = + for P =(Xq, = (Xo,
Q8Y2'y1ﬂ (%,¥1) 09 Q=(Xz,Y,)
Tveervektor
- R w -.A w I
(a+b)r=a+b (ta)" = t4 2 =022

&0 & a0
L sengde, skalar produkt og deter minant

éﬁzmaww

v e den (fortegnsbestemte) vinkel
det(d,b) = 4% =alp|sinv mdlem & og b
ah=00 ab forudst 41 0,b1 0
det(d@,b)=0 U aHB forwdsat 41 0,b 1 0
a>b=b>a axp+c)=abh+ax
(t3) 0 = t(3>0) = aXth) axa=a’
det(d,b) = - det(b, a)
det(d,b +¢) = det(a,b) + det(d,c) det(ta,b) = tdet(d,b) = det(a,tb)
A= ‘det(é,ﬁ)‘ Aredet of pardldogrammet udspandt af a

og b

) =+/a® +a,°
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axo =ab, +ab, det(d,b) =

@10 —» @

for é— 8bz

Projektioner og oplasninger

i ayx+bhy=¢ _ abD
1 har |egani X,y) =c—=
%azx+b2yzcz ngen (%) gD
b
D:al 1 D, =
a, b,
__ax-
& =—>Db
\b

Den rettelinie

c, b

C,

b,

A(X- %)+ B(y- yp) =0 ligningenfor linien gennem (g, Yo) med

A0
normalvektor 8 -~
Bg

a0 ae<oo aaslo

Syo Syop &0

a0
(Xo, Yo) med normalvektoren & E
2

a|>am:_1

dist(P,1) = 12010 |
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parameterfremdilling for linien gennem

produktet af to vinkdrette linier med
heddningerne g og a,,

JaZ 1 Afgandenmdlemlinien|: y =ax+Db,
a og punktet P = (X;,Y;)

- aghy

D,6
— Y= forudsat D1 O, hvor
Dg




