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2.0 Indledning

| dette afsnit vil du hovedsageligt laae om trigonometri eller trekantsmalinger. |
a sin enkelhed bliver du praesenteret for en raskke metoder til at beregne vinkler
0og Sidelaangder i en trekant. Vores indgangsvinkel vil vaae den klassiske
geometri, hvilket vil sige, at vi laver ale beregninger direkte pa vores figurer
uden at indlasggge et koordinatsystem. Dette er i modsadning til den analytiske
geometri, som introduceres i nasste kapitel.

Hvorfor laeredet?

En ven af forfatterne stedte pa felgende problem: Han skulle lave en

fjernsynshylde:

Hylde

Nu var traest meget dyrt, sd han gnskede at vide med 100 % sikkerhed, at hylden
passede, efter at han havde savet den til. Hvad brugte han som hjadp? Jo, en
stakkels matematiklaarer, som matte regne det hele ud for ham viatelefonen! For
at forfatterne skal dlippe for denne situation fremover, skal | lage at lave
beregningerne selv!

Et lille graesk-kursus

Mange ord indenfor matematikken kommer oprindeligt fra graesk. Derfor er der
en god idé at kunne lidt graesk:

meter betyder faktisk maler pa greesk. Tamk bare pa alle de instrumenter,
du bruger i fysik - et amperemeter maer stram, et voltmeter maler
spanding, et fotometer maler lysstryke osv. Selv langdeenheden hedder
en meter.

metri betyder maling - og det er jo ogsd nassten det samme ord som
meter.

geo betyder jord, (geografi, geologi), sa betydningen af ordet geometri er
faktisk jordmaling, og det var faktisk ogsa det, man ferst brugte
geometrientil i oldtiden.

Entrigon er en trekant, satrigonometri betyder trekantsmaling.



2.1 Vinkler

En vinke v angives ved dens toppunkt O samt venstre og
hgjre ben.

Dens starrel se angives ved et gradtal:

v 10°, 20°, 19°.
@)
Den rette vinkel er pa 90° og tegnes normalt som pa
figuren til venstre.
Den lille firkant betyder altsa, at vinklen er en ret vinkel.
-

Ud fra den rette vinkel kan ale vinkler fastlaggges, f.eks. er en vinkel pa 9° en
tiendedel af en vinkel pa 90°.

Idet en ret linie kan opfattes som sammensat af to rette vinkler, og en cirkel som
sammensat af 4 rette vinkler, sa far man gradtallet for en ret linie og for en cirkel
til henholdsvis 180° og 360°.

Indenfor geometrien anvender man en lidt speciel notation for vinkler og
liniestykker:

Punkter betegnes med store bogstaver: A, B, C, ...

Liniestykker betegnes med to bogstaver. F.eks. er AB liniestykket, som
starter i punktet A og ender i punktet B.

Laengden af liniestykket AB betegnes som | AB|.
Linier betegnes med smabogstaver: |, m, n, ...

Vinkler kan betegnes pa to mader - enten som et bogstav: A, B, ..., eler
som et vinkelsymbol efterfulgt af tre bogstaver: DABC. Den sidste
notation virker altid, mens den farste kun kan bruges, hvis der ikke er tvivl.
DABC betyder, at vi betragter den vinkel, hvistoppunkt er i punktet B, og
hvis ben er liniestykkerne AB og BC. Man kan altsa laese DABC som: 'Vi
starter i punktet A, gar hen til toppunktet B og videre til punktet C'.



Nu er der sikkert nogle, som sidder og undrer sig over, hvad forskellen mellem et
liniestykke og en linie er. Forskellen er, at en linie fortsadter uendeligt langt ud
til begge sider, mens liniestykket kun er den del af linien, som befinder sig
mellem de to endepunkter.

Eksempel
I B Her er en typis_k g_eom_etrisk tegning, omend
den maske er lidt indviklet.
C Pade falgende tegninger er nogle af
A - elementerne i denne tegning fremhaevet.
D
I B linien |
C
A F
D
| B liniestykket EF, som altsd ikke er det
samme som liniel
C
A F
D
I B vinklen DBAC




vinklen D, som man ogsa kunne kalde
DADC - men det er kortere at skrive D, og
der er jo ingen tvivl mulig.

Vinkel mellem tolinier

Nar to linier krydser hinanden, sa dannes
w der 4 vinkler. Pa figuren til venstre har vi

v kaldt disse vinkler for v, w, v; 0g w;.
Vinklerne v og v, kaldes for modstéende
vinkler. w og w; er ogsd modstéende

vinkler.
V1
Wy
Saetning 1
Modstaende vinkler ved to skearende linier er lige store:
V=V og W =W,

Bevis:
Davinkelsummen paen linie er 180° far man
v+w=180°
V= Vl
v, +w=180°
og
v +w=180°

P w=w
v+w =180°



w Nar to paralelle linier skagrer af en
v tredie linie, sd f& man situationen

som pa tegningen. Som man ser, er
ale vinklerne magket v lige store, og
alevinklernew er ogsalige store.

En matematiker ville dog ikke ngjes
med at se pa tegningen, men kraeve et
bevisfor, at vinklerne er ens.

Vinkelsummer

Vi afdlutter med at bevise et par sagninger, som du nok kender:

Sagning 2 (LYS)

Vinkelsummen i en trekant er 180°

Bevis:

Betragt trekanten ABC, hvor alle siderne er
blevet forlaanget til linier.

Parallelforskyd linien | til linien m, som
skal ga gennem punktet C.

m Ved at bruge bemagkningen om parallelle

C
A
/
\/
C
A
/
A\%
/C linier, der skeares af en tredie linie, kan vi
A

nu se, a vinklerne mellem den nye linie m
| og de forlaengede trekantsider er A og B.
B Vi kan nu se, a de tre vinkler A, Bog C
/ \ tilsammen udger en ret linie. Da gradtallet




for en ret linie netop er 180°, s ma vinkelsummen i trekanten altsa vage
180°.

Satning 3 (LS)

Vinkelsummen i en firkant er pa 360°.

Bevis:

En vilkarlig firkant kan altid opdeles i to trekanter.
Vinkelsummen i en firkant e derfor lig med
vinkelsummen i to trekanter, altsa 360°.

0

Opgaver

1L Bevis, a vinkelsummen i en femkant er 540°.
2.L  Kandufinde et generelt udtryk for vinkelsummen i en n-kant?

3.L  Udover det ssedvanlige vinkelmal, hvor en ret vinkel er pa 90°, sa anvender
man to andre vinkelm&, nygrader, hvor en ret vinkel er p& 1009, og
radianer, hvor en ret vinkel er pé-g— radianer. (Nygrader bruges gaddent af

matematikere, men meget af f.eks. landmalere. Radianer bruges meget af
matematikere, og du skal senere kommetil at hgre mere om radianer).

a Hvor mange nygrader er enret linie og en cirkel?

b) Hvor mange radianer er enret linie og en cirkel ?

C) Kan du finde en formel, s3 man kan 'oversxte et gradta til
nygrader og til radianer?



2.2 Trekanter og cirkler

Her er en opsummering af forskellige begreber og sagninger i forbindelse med
trekanter og cirkler:

tangent En diameter forbinder to punkter pa
cirkel periferien og gar gennem centrum.
radius _ . _ .
Enradius gar fracentrum til periferien.
diameter : e
En tangent rarer kun cirkelperiferien i
é punkt. Den star atid vinkelret pa
radius radiusen.

En hgjde i en trekant gar fra en vinkelspids vinkelret ned
pa den modstéende side.

Hgjden kan dog godt falde udenfor trekanten.

En vinkelhalveringslinie deler en vinkel i to lige store
v halvdele.

En midtnormal deler en sidei to lige store stykker. Den
stér vinkelret pasiden.

— =L



En median gar fra midtstykket af en side til den
modstaende vinkel spids.

a a
| en ligebenet trekant er der to lige lange sider, a, og to
a a lige store vinkler, v.
v Vv
| en ligesidet trekant er alle tre sider lige lange. Alle tre
S S vinkler er ogsa lige store- de har nemlig alle gradtallet 60
S

Arealet af en trekant er givet ved
h T=3hg
hvor h er laasngden af en hgjde, og g langden af den
tilsvarende grundlinie.

g

(Bemagk, at vi bruger symbolet T for trekantens areal. Det er fordi vi normalt vil
bruge A som betegnel sen for en af trekantens spidser).



2.3 Ensvinklede trekanter

Forestil dig, at du under en vandretur i Norge pludselig star over for en elv, som
du ikke ter vade over, fordi strammen er for stag’k, og elven er for dyb. | stedet
madu bide i det sure able og lede efter en bro! | en sddan situation kan man ikke
lade vaere med at taanke pd, hvor langt der mon er til den anden side?

Dette problem kan faktisk lases kun fra den ene flodbred, blot med 4 kagope og
salige satningen om ensvinklede trekanter!

Definition 4 (LS)
To trekanter ABCog AB,C, kaldes ensvinklede, hvis

trekanternes vinkler parvist er ens, dvs.
A=A, B=B og C=(C,.

By

Her har vi tegnet to ensvinklede trekanter - bemesgk a vi har anvendt
standar dnotationen for trekanter, som gar ud pa at betegne den modstaende side
til en vinkel med det samme bogstav som vinklen. For at undga misforstael ser
bruger man dog det tilsvarende lille bogstav.

Ser man pa tegningen, sa kunne det se ud som om at den store trekant bare er en
forstarret udgave af den lille. Sadan forholder det sig faktisk ogsa - man har
nemlig falgende sastning (som vi for en enkelt gangs skyld ikke beviser):

Saning5 (LS

Ensvinklede trekanter er proportionale, dvs. der findes et
tal k, sdledes at falgende ligninger gadder:
a,=k:a, b =k:b og ¢=k:c

En anden made at sige dette pa, er at forholdet mellem ensliggende sider er
ens. Dette forhold k kaldes forstarrel ses/f ormindskel seskonstanten.
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En god méade at tanke pa forstarrel ses-/formindskel seskonstanten pa er som et
malestoksforhold. Tallet k kan nok andre pa trekantens starrelse, f.eks. ved at
forstarre alle lasgder med 100 (dvs. k =100); men k kan ikke amndre pa
trekantens for m.

En anden made at sige dette p3, er at forholdet mellem to sider i en trekant er
det samme for alle ensvinklede trekanter. Vi kan nemlig lave felgende
omskrivninger:
a, b -
—== U —=—= 0
a b b b J

al

q_G pga_a
G

=1 osV.
a ¢

ol

Regnet opgave

Opgave: Falgende to trekanter er ensvinklede. Bestem laangderne af de

ukendte sider.
B
B a, =
C,= 1
c =2 .
A b=5 C Al b1 C1
L gsning: Trekanterne er ensvinklede, sa de er ogsa proportionale, dvs.
a_b_¢&
a b c

Ved en omrokering af leddene fas altsa

b1:Z>6:3_5:17,5
2 2

Og
(:—_—2>6——10 » |,429
7 7

11



Eksempel
Vi kan nu afd@re, hvordan du kan finde bredden af den norske lv:

D

Find dig et kendetegn pa den anden side af floden - f.eks. et treeT. Stil dig
lige overfor traeet og stik en kag i jorden i punktet A. Ga et stykke hen ad
elvbredden og stik endnu en kag i jorden B. Ga endnu et stykke hen ad
jorden til punktet C, og stik den tredie kag i jorden. Ga nu vak fra
elvbredden vinkelret pa denne - pa et tidspunkt vil du kunne se traset T og
den anden kap B vage pa linie med dig selv. Dette er punktet D, hvor du
ogsa stikker en kagp ned. M&l afstandene | AB|, |BC| og |CD)|.

Kig lidt pa tegningen og overbevis dig selv om, at trekanterne DTAB og
DBCD faktisk er ensvinklede. Men sa er de ogsa proportionale, og derfor

gadder
[T _128]  jpy_[cDl 8]
ICD| |BC] |BC|

S& pé denne méde kan du altsé finde bredden | TA| af elven.

Pa den 3. Norgesekspedition i 1904 anvendte den kendte polarforsker J.
Norman Iversen denne metode til at male bredden af den hidtil ukendte
Ulveelv. Han brugte dog et elsdyrskraniei stedet for et trae Han malte:

|AB| =70m |BC|=2,3m |CD|=6,4m.

Ulveelven er altsa
IKA| = CD|:|AB| _ 6,4m>x70m

|BC| > 3m =194,8m bred.

Vi skal nu kigge lidt pa kongruente trekanter:

12



Definition 6

To trekanter, som har alle sider og vinkler parvist lige store,
kaldes kongruente.

Dette er altsa matematikerens made at sige p3, at to trekanter er ens.

| mange situationer er det rart at vide, om to trekanter er kongruente uden
ngdvendigvis at skulle sasmmenligne ale par af sider og vinkler - maske kender
man dem ikke alle sammen.

Sagningerne nedenunder er sakaldte entydighedssegninger. De siger ale
sammen, at givet visse egenskaber hos en trekant, sa findes der kun én trekant,
som faktisk har disse egenskaber. Og det er jo det samme som at sige, at hvis man
har to trekanter med disse egenskaber, sa er de kongruente.

Saetning 7 (Kongruenssadningerne)

To trekanter er kongruente, hvis de har

En vinkel og deto hosliggende sider parvislige store,

En side og de to hosliggende vinkler parvislige store,
Alletresider parvislige store,

En side, en hosliggende og en modstaende vinkel parvis lige
store.

w o
vvv@

Bevis:
Alle fire beviser gér ud pa at se, at der kun er én made at konstruere en
trekant med de givne egenskaber pa Man taler derfor om et
konstruktionsbevis!

©)  Tegn vinklen og de to hosiggende sider. Konstatér, at der er én og kun én
made at indtegne den sidste side pa, sdledes at der dannes en trekant.

")  Tegn liniestykket og de to vinkler. Som det ses af figuren, vil de to
vinklers frie ben ved forlaangel se skaare hinanden ét og kun ét sted.

13



a)  Tegndet eneliniestykke, og tegn en cirkel i hver ende af liniestykket. Den
ene cirkels radius skal vaae lig lasngden af side nummer 2, og den anden
cirkels radius lig laengden af side nummer 3. Dér, hvor cirklerne skaarer
hinanden, ligger trekantens tredie hjarnespids.

\

§)  Dette beviser lidt snyd... Man skynder sig at beregne den sidste vinkel i
trekanten, hvilket jo er let nok, idet vinkelsummen er 180°. Og efter dette

opdager man, at man er tilbagei tilfadde™ ), hvor det jo var let nok at tegne
trekanten.

Indenfor den klassiske geometri taler man om de 5% trekantstilfadde (det ¥
tilfadde er vist lidt af en vittighed). Et trekantstilfadde er en situation, hvor man
skal konstruere en trekant ud fra kendskab til 3 af trekantens stykker. Et stykkei
en trekant er enten en vinkel eller en side.

| 4 af trekantstilfaddene - nemlig dem i sagning 6 - kan man netop konstruere én
trekant med de givne stykker.

| det 5. trekantstilfadde skal man konstruere en trekant ud fra en vinke, en
hosliggende og en modstaende side. Det viser sig, at der bliver to muligheder:

14



Man starter med at tegne vinklen og den hosliggende side.

Fra den anden ende af den modstdende side kan man
normalt tegneto liniestykker, som har den kraevede laangde
- pafiguren er dette de to stiplede liniestykker.

(Naturligvis kan man veae heldig, sdledes at der kun kan tegnes et stiplet
liniestykke. Og naturligvis kan man vaae uheldig, sdledes afstanden mellem den
modstadende og den hosliggende side er sterre end den tredie side, sdledes at der
slet ikke kan konstrueres en trekant.)

Denne situation vil optraede igen om nogle sider. Der vil vi kalde den sinus-
fad den!

Det sidste (og gette) trekantstilfadde er egentligt slet ikke noget tilfadde. Her
drejer det sig om at kunne konstruere en trekant ud fra kendskab til de tre vinkler
i trekanten. Som vi ved fra saning 4, sd er ale ensvinklede trekanter
proportionale, til dette 6. trekantstilfadde er der faktisk uendeligt mange
lgsninger - nemlig alle mulige sma og store udgaver af en trekant med de tre
opgivne vinkler.

15



Opgaver

1L  Konstruér trekanten ABC med de givne md. Vinkler afszdtes med en
vinkelmaler:
a a=10, b=15,c=12
b) A=40° ,b=5,c=10
C) A=25 ,B=35,c=8
d) A=50° ,B=70°, a=6
e) A=30°, a=10, c =12 (2 muligheder)

2L  Nedenfor er nogle af siderne i to par af ensvinklede trekanter angivet.

Bestem de ukendte sider:
a)
c 1:18 a1:15
c a=h
=4
bl
b)
01:12,7 a1:8,8
c a=3,2
b=4.,6 b

3.L  Nedenfor er der tegnet to par ensvinklede trekanter. Bestem laangderne af
sidernea, b, cog d.

13 A
12 b -
9
12 \o
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2.4 Retvinklede trekanter

En trekant kaldes retvinklet, hvis den har en vinkel pa 90°. | en retvinklet trekant
kaldes den lange side for hypotenusen, og de to andre sider for kateterne.

Pythagoras var en grassk matematiker og filosof, der levede omkring 530 fvt. i
Grakenland og Syditalien, som det tidspunkt var koloniseret af grakerne.
Nedenstaende sagning 8 er opkaldt efter Pythagoras; men det er helt sikkert ikke
ham, der har fundet pa den - bade aagypterne, kineserne og babylonerne (i det
nuvagende Irak) har kendt og anvendt denne sagning mere end tusind & fer
Pythagoras. M aske er Pythagoras den ferste, som har bevist satningen.

Saetning 8 (Pythagoras) (FS)
| en retvinklet trekant er summen af kvadraterne pa kateterne

lig kvadratet pa hypotenusen.
B
¢ a a+b?%=c?
i
A b C
Bevis:
Betragt falgende figur:
b a
\/
a
b
b
b
q
a
a b

Figuren er konstrueret ved at tage 4 kopier af den retvinklede trekant (med
siderne a, b og ¢). Som det ses, far man to kvadrater, et stort med
sidelaangden a+b og et lille med sidelaangden c. Det er ikke helt
indlysende, at rhomben i midten er et kvadrat; men de fire vinkler er rette.

17



Dette kan ses ved at observere, at sidevinklen i rhomben er lig 180° minus
deto vinkler i det retvinklede trekant - og dette giver jo 90°.

Strategien i beviset er at udregne arealet af det store kvadrat pa to
forskellige mader. Arealet ma jo vaae det samme, uanset hvilken metode
vi anvender.

1. m&de: Aredet af et kvadrat med sidelaangden a+b erjo(a+b)2.

2. made: Det store kvadrat bestér af 4 kopier af den retvinklede
firkant og kvadratet med sidelaangde c. Arealet af en trekant

er %ab, idet grundlinien er a og hgjden b. Arealet af det lille

kvadrat er c®. Arealet af det store kvadrat er derfor
4><%ab+ c? =2ab+c?.

Men de to arealer majo vage ens:
(a+Db)? = 2ab+c?

3.
a® +b? + 2ab= 2ab+ c?
3.
a® +b% = c?.
)
Regnede opgaver

Opgave: En retvinklet trekant har katete-laangderne 3 og 4. Bestem laangden
af hypotenusen.

L gsning: Vi anvender betegnel serne pafiguren..
c? =a’+p?
c=+/a’ +b?
c=+32+4% =/9+16=+/25=5

18



A

b=3

C
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Opgave: En retvinklet trekant har en katete med laangden 3 og en hypotenuse
med laangden 7. Bestem lamgden af den anden katete.

Lasning:
B
a? +b% = c?
3
c=7 a a2 =c?- p?
3
a=+/c? - b?
/L [1
A b3 C a=+72 - 32 = /49~ 9 = /40

Vi skal nu til at bevise den omvendte sadning af Pythagoras sadning. Hvad menes
der egenligt med dette?

Lad os tage ud pa landet og besgge fareavler K. Hansen, som bor ted ved sin
fodeby Kalvra i Midtjylland. Efter mange &rs intensive matematik-studier er
fareavlier Hansen blevet i stand til at bevise satningen:

Alle Hansens far er hvide.

En dag er fareavler Hansen ude pa engen. Uheldigvis taber han sine briller (han er
naasynet), sa det eneste, han kan se, er klatter af forskellig sterrelse og farve.
Pludselig ser har en hvid klat komme Igbene hen over engen. Fareavler Hansen
kaster sig over, og fanger, denne hvide klat. Kan féreavler Hansen vagre sikker pa,
at det indfangne dyr er et far?

Negj - ovenstdende saetning kan ikke bruges her! Fareavler Hansen mangler nemlig
den omvendte saning:

Alle de hvide dyr, Hansen gjer, er far.

Hvis Hansen ikke ved, at denne omvendte satning gedder, sa kunne det hvide,
indfangne dyr faktisk vaare en hvid hyrdehund, eller en hvid ged, eller noget helt
tredie.

Tilbage til matematikbggerne, hr. fareavler Hansen!

En tilsvarende situation har vi med Pythagoras' saaning. Her kigger vi ogsa pa
trekanter, som maske/maske ikke er retvinklede, og som maske/maske ikke

opfylder ligningen a? +b? = ¢2.

20



Pythagoras' satning siger, at hvis en trekant er retvinklet, si opfylder den
ligningen aZ+b% =2,

Omvendt Pythagoras siger, at hvis en trekant opfylder ligningen a?+b%=c? s3

er den retvinklet.

Man kan ogsa vise forskellen ved brug af medfare-pile:

Pythagoras: Trekanten er retvinklet b a2 +b? = ¢?
Omvendt Pythagoras: Trekanten er retvinklet U a2 +b? = c?.

Endelig kan man kombinere de to sagninger til

Trekanten er retvinklet U a2 +b? =¢?

Ensbetydende-pilen U kan nemlig opfattes som en sammensmeltning af de to
medfere-pileP ogU .

Satning 9 (Omvendt Pythagoras) (FS)

En trekant, hvori summen af kvadraterne pa to af
sidelaangderne er lig kvadratet pa den tredie sidelangde, er
en retvinklet trekant.

Bevis:
Vi deler beviset op i to tilfadde, alt efter om trekantens hgjde falder
udenfor éller indenfor trekanten:

I_

a X

Vi viser kun saainingen for den venstre trekantstype. Den anden gér ligesal

Vi har altsd en trekant, som opfylder ligningen a? +b? = c. Vi anvender
Pythagoras pa de to retvinklede trekanter pafiguren nedenfor:
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a X a X
c? =(a+x)%+h? b? = x% + h?
v v
h?=c?- (a+x)? h? =b?- x?
Vi har dtsa
h? =c? - (a+x)2 og h? =b? - x?
3
c? - (a+x)%2 =b?- x?
3
c? - (a2+x2+2ax):b2- x?
3
- a?- x%- 2ax=b%- x?
3
c? - a? - b? =2ax

2

Men vi har jo antaget, at a2 +b? = ¢?, s& venstresiden af ligningen er O.

Ergo ma
0= 2ax
hvilket kun kan ske, hvisenten a eller x er O.
Men a er en side i en trekant og er derfor ikke 0. Derfor ma x vaaeligO,

og trekanten er derfor retvinklet.
0
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Opgaver

1L Nedenfor er angivet nogle af stykkerne i nogle trekanter. Hvilke er
retvinklede?
(Advarsel: Det er ikke sikkert, at C er ret, eller at c er hypotenusen).

3 =8 ,b=6, c=10

b) =12 ,b=14 , c=20

c) =419 , b=4/13 , c=4/32
d) =4/3

a
a
a
a )
e) a=4,b=414 ,
f) a
9 A
h) B
2.M  Bevissaning 9 (omvendt Pythagoras) i det tilfadde, hvor trekantens hgjde
falder indenfor trekanten.

3.L | nedenstdende tabel er angivet langderne af de to kateter (a og b) og
langden af hypotenusen (C), i en retvinklet trekant. Desvaare er én af de
tre starrelser ikke opgivet. Din opgave er at beregne den manglende

starrel se:
a b C
10 8
8 14
45 234
6,7 7.2
19,1 23,4
8,3 9,2
19,23 11,0
3 4
24,6 13,2
0,03 0,07

4L Enga videnskabsmand pastér at have opdaget en retvinklet trekant med en
hypotenuse med laangden 22 cm. Den ene katete er 34 cm lang.

Har den gale videnskabsmand ret?
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2.5 Sinus, cosinus og tangens

Vi kommer nu til det centrale indenfor trigonometrien - definitionen af de
trigonometriske funktioner: sinus, cosinus og tangens.

Betragt felgende retvinklede og ensvinklede trekanter:

10

2.5
2
/]
[] []
0.6 15

6

Alle trekanterne er ensvinklede, sa forholdet mellem to sider i trekanterne er
atid ensifelge sagning 4:

08 2 4 _8 06 _ 15 3 _6 08 2 4.8

Forholdet mellem siderne i en retvinklet trekant er dbenbart uafhaangigt af, om
trekanten er forsterret op eller g. Faktisk afhaanger disse forhold kun af
vinklernei trekanten.

Devi skal bruge disse forhold mellem sidernei en retvinklet trekant igen og igen,
sadaber vi disse pafalgende made:

Definition 10

En standardtrekant e en retvinklet trekant med
hypotenusen 1.
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Definition 11
| en standardtrekant med vinklen A kaldes siderne fglgende:

cos( A) = lamngden af den hosliggende katett

sin( A) = langden af den modstaende katet

laangden &f den modstéende katete _ sin(A)

tan(A) = .
laangden af den hodiggende katete  coq A)
B En standardtrekant har sdledes atid udseendet
som til venstre
lavrigt:
1 sn(A) sin er en forkortel se af sinus.
cos er en forkortelse af cosinus.
A cos(A) C tan er en forkortelse af tangens.

Satning 12 (FS)
| en retvinklet trekant gadder falgende:

cos(A):g sin(A):§ tan(A):%
B
c a
-
A b C

Bevis:
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Vi sammenligner trekanten ABC med en standardtrekant med vinklen A:

sn(A)

A cos(A)

A

B

C

Idet de to trekanter er ensvinklede, sd ma forholdet mellem tilsvarende

sider vage ens.

hosliggende katete _ cog( A) _ b

hypotenuse

modstaende katete _ sin(A) _

1

hypotenuse

modstdende katete _ sin(A) _

1

hodiggende katete cog( A)

c

a
C
a
b

Det smarte ved dette er, at lommeregneren har indbyggede sinus- cosinus- og
tangens-tabeller. Man kan sdledes styre samtlige retvinklede trekanter kun ved

brug af sin lommeregner!
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Eksempel

B Enretvinklet trekant med
A=40° c=4
c De ukendte stykker kan nu beregnes:
a
B=90°- A
|_ —_ o 0 — o)
A b c B =90°- 40°=50

Ved kateterne skal man have sving i sin og cos:

coq A) = %

b= c>cog(A)

b = 4>c08(40°) » 3,064

Padin lommeregner skal du indtaste falgende:

TI-30X (og defleste andre):

b: 4
a 4
TI-68

b 4
a 4

Cos

sin

X 40

X 40

X CcOoS
X sin

40
40

sin(A):§

a=c>3n(A)

a=4>sn(40°) » 2,571

| begge tilfadde far man et facit med temmeligt mange cifre. Som altid er
reglen: Skal du bruge resultatet senere (i andre beregninger), sa brug alle
cifre - f.eks. ved at gemme resultatet i en hukommelse palommeregneren.
Men er det slutresultatet, sa pas pa antallet af cifre i facittet. Her er der
tale om laagder, og som sadan er 4 betydende cifre mere end rigeligt.
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Eksempel
B Endnu enretvinklet trekant - denne gang med

¢ A=40° a=5t
a
Vi far
A b c B=90°-40°=50
0g
sin(A) =2 tan(A) =2
C b
3 3.
_a ho 2
sin(A) tan(A)
3 3
= » 7,778 b= » 5,959
sin(40°) tan(40°)

Palommeregneren skal man taste

TI-30

(o5 4 . 40 sin ;
b: 4 , 40 tan || =
TI-68

C 4 a sin |40 =
b: 4 , tan |40 =

Endelig kan man komme i den situation, at man kender sinus (eller cosinus eller
tangens) til en vinkel, men ikke vinklen selv. Her skal man bruge de omvendte
trigonometriske funktioner:

Eksempel
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B Enretvinklet trekant med
c a=7 c=9

De manglende stykker findes ved brug af
] trigonometrien og Pythagoras

b C
a? +b? = ¢
3.
b=4/c?- a?
R
b=+9?- 7% =/81- 49 =+/32 » 5,657
sin(A) =2 cogB) =2
C C
3 3
A=arcs n(g) B= arccos(i)
C C
R R
A=arcs n(g) » 51,06° B= arccos(g) » 38,94°

Palommeregneren:

T1-30X
b 9 x> -1 7 2= [vx

A 7 ,_- 9 = 2nd sin =
B 7 [ 1o [=] [2nd] [cos] [=
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TI-68

b J ] o x2 |- | 7 x% | |)
A inv || sin (| 7 , 9 ) =
B: inv [Jcos | |(]| 7 , 9 ) =

De omvendte trigonometriske funktioner har mange navne:

arcsin(x) = sin” 1(x) = INV sin(x) =...
arccoy X) = cos 1(x) = INV cogqX) =...
arctan(x) :tan'l(x) = INV tan(x) =...

Saetning 13

Lad v vaare en vinkel mellem 0° og 90°. Sa gadder
an(v)£1 og coyVv)£l

Bevis:
Dette bevis er simpelt nok - i en standardtrekant med vinklen v, og som jo
har hypotenusen med laangden 1 og kateterne med laangderne sin(v) og
cos(V), er hypotenusen den lamgste side.
0

Dette betyder, at man ikke kan tage arcsin og arccos af tal, som er sterreend 1 -
prev selv. PAmange mader minder dette om det velkendte faktum, at man ikke kan
tage kvadratroden af negative tal. Til gengadd kan man proppe alt muligt ind i
arctan.

sin, cos og tan kan godt beregnes for vinkler, som er starre end 90° - og
lommeregneren ger det uden brok... Vi vil dog vente et par hadfter med at
forklare, hvorledes f.eks. sin(135°) defineres.

Der findes mange formler involverende de trigonometriske funktioner. Vi vil her
bevise to og vente med resten.
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Den foarste formel kaldes traditionelt idiotformlen - dbenbart fordi den var sa let
at bevise, a selv en idiot kunne forsta det. | ssningen optragler nogle lidt

mystiske symboler: si n?v 0g cos v. Dette betyder
sin?v = (sinv)2 =dsin(v)[?
Man har anvendt denne notation for at skelne det fra si n(v2 ).

Saetning 14 (ldiotformlen) (FS)

For en vinkel v gedder co v+sinv=1
Bevis:
B Betragt standardtrekanten til venstre:
Hypotenusen har laangden 1, medens de to
kateter har laangderne cosv og sinv. Anvender vi
1 SN ) Pythagoras pa dette, sa ses, at
(sinv)2 + (cosv)2 =12
A - cos(v) c eller skrevet lidt panere
sin?v+cosv=1

Satning 15 (FS)
For en vinkel v gadder formlerne
sn(v) =cog90°- v) og
cos(v) =s9n(90°- v).

Bevis:
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B Trekanten til hgjre kan opfattes pato mader:
W Som en standardtrekant med vinklen v eller som
en standardtrekant med vinklen w = 90° - v.
Kateternes lamngde ma jo veae uafhangig f,

1 sny) hvordan man opfatter trekanten, sa
cos(W) |BC| =sin(v) = cog(w) = cog(90°- v)
0g
v [ |AC| =cog(v) =sin(w) =sin(90°- v)
A cos(v) C .
an(w)
Opgaver

1L  En méade at finde forskellige trigonometriske starrelser pa er at tegne en
standardtrekant med det enskede vinkelmal og ganske simpelt mae
kateterne. Det skal du gare for nogle udvalgte trekanter. Det er en god idé
at lade hypotenusen vagre f.eks. 10 cm lang - det bliver mere ngjagtigt.
Altsa: Udfyld nedenstaende skema vha. nogle passende tegninger

\'/

sinv

COSV tanv

Sammenlign med lommeregnerens resultater.

2L  Formdlet med denne opgave er give dig @velsei at bruge lommeregneren.
Du skal beregne fglgende tal med 4 decimaler:

a)

c)
€)
9)
)

c0os30° +cos40°
gn(20°)>9n(2°)
AJtan(40°)

sin? (15°) + cos (15°)

b)
d)
f)
h)

[sin(15°) ] +[cog(15°)]* j)

cos(30° +40°)
sn(2>20°)

tan («/40°)

[sin(15°) + cos(15°) ]
sin(15%) + cog(15%)

3.L | nedenstédende trekant er angivet nogle stykker i den retvinklede trekant
DABC . Bestem de manglende stykker:



4.L

a b C A B C

12 27° 90°

10 13 90°
22 47° 90°

50 25 90°
32 75° 90°
10 36° 90°

20 35 90°

| nedenstéende trekant er angivet nogle stykker i den retvinklede trekant
DABC . Bestem de manglende stykker. Bemagk, at man ikke som i opgave

3 kan vaae sikker pa, at der er vinkel C, som er ret!

a b C A B C
12,57 90° 63°
9 12 90°
6 29° 90°
10 90° 75°
17,84 34° 90°
3 5 4
13 12 5
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6. Sinus- og cosinus-relationerne

Vi skal nu se pa, hvordan man kan beregne vinkler og sider i en generel trekant
(altsa en trekant, som ikke er retvinklet).

Her steder vi med det ssmme ind i et problem - vi har kun defineret sin, cos og
tan for vinkler mellem 0° og 90°. Uheldigvis har generelle trekanter jo mulighed
for a have vinkler mellem 90° og 180°. Vi udvider derfor definitionen af sin, cos
og tan pafegende made:

Definition 16 (FS)

Lad v vaae en vinkel mellem 90° og 180°. Vi definerer da
an(v) =4n(180°- v)
cos(v) =- cog(180°- v)
tan(v) = - tan(180°- v)

Vi vil ikke begrunde denne definition hér, men ventetil et senere hadte.

Den farsteformel, vi vil bevise, er

Saetning 17 (snus-relationerne) (FS)

For en vilkarlig trekant gad der
a b C

Sn(A) sin(B) _sin(C)

Bevis:
Vi beviser kun sadningen i det tilfadde, hvor hgjden falder indenfor
trekanten - se opgave 6.1.

B
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Indtegn hgjden h fra B ned pa siden b. Hgjdens fodpunkt kaldesF.

DABF er retvinklet, s& DBCFer retvinklet, s&:
sin(A) =1 sin(C) =
C a
S 3.
h=c>an(A) h=a>an(C)

Sadtes disseto ligninger lig hinanden, safas

: . N a _ cC
csin(A)=asin(C) U sin(A)_sin(C)

Ved brug af hgjden fraAtil a kan man tilsvarende f4, at
C b

sn(C) sin(B)’

Eksempsdl:
B En trekant med de kendte stykker
A=30° C=55°
c a=6 . :
Vinkel Bfindes
B=180°- A- C=9%°
A=3® P C =55°

Sinus-relationerne brugestil b ogc:
b a

Sn(B) _sin(A)

3.
_ .., 3n(B)
—ax—~
sin(A)
B -
sin(30°)
og
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a — C
sin(A)  sin(C)

sin(C)
sin( A)

c=a

sin(55)
sin(30°)

c=6 =9,83

Beslamgtet med sinus-relationerne er fglgende areal -formler:

Satning 18 (FS)

Aredlet T af en vilkarlig trekant er givet ved
T =1absin(C) = $acsin(B) =2bcsin(A)

Bevis:
B Dasin(A) =1 gadder
c 2 T=21hb
h
3
: T =4bcsin(A)
A b C

Tilsvarende for de to andre arealformler.
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Eksempel

B Vi vil finde aredet af trekanten fra det
foregaende eksempel. Her er det fristende
c a=6 bare at tage de afrundede vaadier forb og c
og proppe ind i arealformlen - men det er

forkert!

A=3® D C =55°

Man ska enten tage de vaadier, lommeregneren gav (med ale 117
decimaler), eller man skal regne eksakt:
sin(B)

T=1absin(C) = raxa— A >sin(C) =
%%%Msi N(55°) = 29,37725724» 29,38
sin(30°)

Forsgger man at beregne arealet med de afrundede vaardier b=11,95 og
c=9,83, safar man arealet til at vage

T =21bcsin(A) = 1x41,95>9,83>in(30°) = 29,36

Som man ser, er der en vis forskel mellem de to resultater!

Vi har set, at sinus-relationerne er ganske nyttige; men de kan dog ikke bruges til
at. Sinus-relationerne kreever nemlig, at man kender en vinkel og dens
modstaende side, far man kan komme i gang. Kender man en vinkel, men ikke
dens modstéende side, eller omvendt, sa skal man bruge cosinus-rel ationer ne:

Saetning 19 (cosinus-relationerne) (FS)

| envilkarlig trekant gedder
a% =b? +c?- 2bccoq A)
b% =a?% +c2- 2accoy B)
¢ =a’ +b?- 2abcos(C)

Cosinus-rel ationerne anvendes ofte omskrevet:
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Saetning 20 (cosinus-relationerne) (-FS)

| envilkarlig trekant gedder
b +¢c? - a?
2bc
a® +c?- b
2ac
a’ +b? - ¢?
2ab

cog A) =
cog B) =

cogC) =

Bevis:
Som ved sinus-relationerne beviser vi kun sagningen for trekanter, hvor
hgjden falder indenfor trekanten. Se opgave 6.2 for det andet tilfadde.

B

Vi tegner hgiden fra B ned pa siden b. Fodpunktet betegnes F, og vi
indferer starrelsen x = |AF |. Heraf ses, at |BF| =b- x.

Pythagoras anvendt pa den retvinklede trekant DABF giver
c?=h?+x> U h?=c?-x?

Pythagoras anvendt pa den retvinklede trekant DBCF giver
a?=h?+(b- x)> U h?=a?- (b- x)?

Deto ligninger sadteslig hinanden:
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c?-x?=a’- (b- x)2

3.

- x%=a?- (b2+x2- 2bx)
3.

c®- x2=a’%-b%- x%- 2bx
3.

a® =b% +c?- 2bx
Men trekant ABF er jo retvinklet, sa
cos(A):E U x=ccoqA).
C

Indsadttes dette i ligningen ovenfor, safar vi cosinus-relationen:

a?=b%+c?- 2bccog A)

Regnet opgave
Opgave: Bestem vinklernei en trekant med sidelaangderne 6, 10 og 12.

Lasning: Vi starter med at lave en skitse af trekanten:

B

a=6

Vinklerne findes nu vha. de omskrevne cosinus-rel ationer:

b +¢c? - a?
cof A)=————
LA 2bc
3.
b2 +¢c? - a?
A =arcco
< 2bc )
3
2 2 a2
A=arccog 2212 - 6% _ 59 oz
2:10:12

Tilsvarende beregninger giver B =56,25° og C = 93,83".
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Vi kan naturligvis kontrollere resultatet ved at finde vinkel summen:
A+B +C =29,93° +56,25° +93,83° =180,01°

Grunden til, at vi ikke praecist far 180° er naturligvis afrundingerne.

Pa lommeregnerne ville man indtaste beregningerne af vinkel A

sdledes:

TI-30X

(| 10 [x*]]+| 12 |x*||-] s x2 )

( 2 X| 10 x| 12 ) =

2nd cos

TI-68

inv || cos (11¢( 10 2+ 12 x| -
6 x| (| 2 x| 10 |x| 12
) ) =

Man kan ogsa anvende cosinus-relationerne til af beregne sider:
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Regnet opgave

Opgave: | trekant ABC er A=30°, b=9 og c=8. Beregn laangden af siden a.
Lasning: Vi anvender cosinus-relationen pa standard-formen:
a2 =pb?+c?- 2bccoq A)
3
a=+/b2 +c2 - 2bccog A)
R
a=+/92 +82 - 2>98>c030°) = 4,505
TI1-30X
2 2
9 X +] 8 X - 2 X1 9
TI-68
J I o x> |l+] s 2 {]-1 2
x| o9lx]|s X cos 30 ) =
Sinus-fadden

Vi skal nu se pa den hyppigste fejl indenfor trigonometrien - sinus-
fadden. Vi husker fra kapitel 3, at i det 5. trekantstilfadde var der generelt
to muligheder for at konstruere en trekant med de givne stykker, som i
dette 5. tilfadde var en vinkel, en hosliggende og en modstaende side. Lad
os preve at regne lidt pa dette:

Vi har atsaen trekant, DABC, hvor vi kender stykkerne
A=30°,a=10, c=12.

Cosinus-relationerne er bedst her - vi ender i en andengradsligning, hvis vi
vil finde b, og vi skal senere lasse, at en sddan atid har to lgsninger.
Desvaare kan vi ikke lgse andengraddigninger. Men sinus-relationerne
kan brugestil at finde C:

a C

sin(A) sin(C)

sin(C):§>sin(A)
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sin(C) :%xsin(sm) =0,6

Det er nu fristende at sige, at
C = arcsin(0,6) = 36,87°

men der er altsa ogsa en anden mulighed for C:
C =180°- arcsin(0,6) =143,13°

og Vi kan ikke ud fra de givne oplysninger vide, om vi ska bruge den ene
eller den anden mulighed...

Morale: Pas pa, ndr du bruger sinus-relationernetil at finde vinkler.

Nu stiller den kvikke laeser sig sikkert to spargsmal:

1)

2)

1M

Er der noget, som hedder tangensrel ationerne?
Ja, se opgave 23. (Tangensrelationerne bruges naesten aldrig i praksis).

Gadder sinus- og cosinus-rel ationer ogsa for retvinklede trekanter?
Ja, men vi kender dem allerede:

Idet C=90°, sder n(C) =sn(90°) =10g

coq C) =cog(90°) = 0. Dette giver
2 _-_° p gnA)=Zsinc)=2
sin(A) sin(C) C C

altsa sagning 12.

Cosinusrelationerne bliver til
c? =a? +b?- 2abcogC) = aZ +b? - 2abx0=a’ +b?

altsa bare Pythagoras. Cosinusrelationerne kaldes derfor nogen gange den
udvidede Pythagor ad ske | aer esaetning.

Opgaver
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i
A b F
2.M
B
C
X [
A b F

| beviset for sadning 17 tog vi ikke hensyn til det
tilfadde, hvor hgjden falder udenfor trekanten.

Gennemfar beviset i dette tilfadde ogsa. Brug
tegningen til venstre.

Du far nok brug for formlen
sgn(v) =9n(180°- v)

| beviset for sagning 19 tog vi ikke hensyn til det
tilfadde, hvor hgjden faldt udenfor trekanten.

Gennemfer beviset i dette tilfadde - det er en god
idé at indfere sterrelserne x =|CF| og b+ x =| AF|
- setegningen til venstre.

3.L Denne opgave er en fortsedtelse af regneeksemplet til sinus-fadden. Vi
havde DABC med A=30°, a=10 og c=12, og vi fandt ud af, at der var to
muligheder for C, nemlig C=36,87° eller C=143,13°.

Find Bog b i deto tilfadde, og konstruer de to | gsningstrekanter.
4L | nedenstdende skema er tre af stykkerne i trekanten DABC givet. Beregn

de manglende stykker.
a b C A B C
5 6 7
2 5 130°
4 5 64°
4 5 31°
20 47° 72°
17,48 5,31 20,23
1,372 0,781 39,18°
2348 187,3 96,76°
5,322 3,441 18,37°
1636 51,72° 101,25°

5.L Trekant DABC har vinklen A=39° og siderne b=8 og c=6.

a)
b)

Beregn de ukendte stykker i trekanten.
Beregn arealet T af trekanten.

6.L |1 DABC era=15, B=53° og C=43°.

a)

Beregn de ukendte stykker i trekanten.
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7.L

8.M

b) Beregn arealet af trekanten.

Beregn arealet af alle de 10 trekanter i opgave 4. Undga i videst mulige
omfang at anvende stykker, som du selv har udregnet. (Dette kan ikke helt
undgas, hvis man er doven...)

Opstil for hvert af de 5% trekantstilfadde (panaa det halve tilfadde) en
procedure til at udregne de manglende stykker. Det er en god idé af holde
sig til falgende tommelfingerregler:

1) Brug fortrinsvis cosinus-relationerne til at beregne vinkler
med (sinus-fadden!)

2) Serg for i videst muligt omfang at bruge de stykker, du far
opgivet, fremfor stykker, du beregner.

3)  Hvisdu beregner mere end en vinkel, sabrug formlen
A+B+C =180°
efter udregningerne er faadige til at kontrollere, om du har

regnet rigtigt. (Sinus-fadden kan nogen gange undgds pa
denne méde...)
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1M

2.M

3.M

4.M

o.M

6.M

M

8.M

9.M

10.M

11.M

12.M

Blandede opgaver

En stige, der star op imod en lodret mur danner en vinkel pa 20° med
muren. Stigensfod er 1,3 m framuren.

a Hvor lang er stigen?

b) Hvor hgjt op ad muren nar stigen?

En telefonmast kaster en skygge pa 6 m. Solen befinder sig 48° over
horisonten. Hvor lang er telefonmasten?

Skyggen af en 1,00 m lang pad er 1,54 m. Samtidigt er skyggen af en
klippe pa 60 m. Hvor hgj er klippen?

| den retvinklede trekant DABC, hvor C er ret, gadder at a/c=0,85. Bestem
forholdene b/c og a/b.

| trekant DABC er siderne givet ved a=6, b=6 og c=6.
a Bestem trekantens vinkler.
b) Hvad kaldes trekanten?

| DABC er A=B, C=34,8° og b=4.
a Bestem vinklernei trekanten.
b) Bestem sidernei trekanten.
C) Hvad kaldes en sidan trekant?

Trekanterne DABC og DDEF er ensvinklede med a=5, b=4, d=10 og
f=6. Find de gvrige sider.

Trekant DABC er retvinklet med b=8,9 og c=13. (C er ret...)
Bestem de gvrige sider og vinkler i trekanten.

Trekant DABC er retvinklet med C ret. Endvidere er a=19 og B=25°.
Bestem de gvrige sider i trekanten samt trekantens areal.

| BABC er a=12, b=13 og c=5. Bestem trekantens vinkler.

| DABC er a=6. Endvidere er aredlet af trekanten lig T=20.
Bestem laangden af hgjden h,,.

| DABC er a=4,14 , b=5,32 og c=16.

a Bestem trekantens vinkler.

b) Bestem trekantens areal.

C) Bestem laangden af de tre hgjder i trekanten.
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13.M Nu er det vist patide at regne opgaven fraindledningen:

50 30

s /\

30

Hylde

Find hyldens bredde, dens to sidelaangder, og vinklen, som de to sider
danner med vagggen.

14.M | DABC er a=4,14, b=5,32 og B=79°. Bestem de gvrige sider og vinkler.

15.M Et rektangel har sidelamgderne 12 og 16. Bestem laangderne of
diagonalernei rektanglet.

16.S 3 Et kvadrat har sidelaangden 5. Bestem laangden af diagonalerne.
b) Et kvadrat har sidelaangden a. Bevis, at diagonalernes laangde er
givet ved a/2.

17.M En & bardunerne, der holder en lodret mast fast, har laangden 6,2 m.
Vinkel spidsen mellem bardunen og masten er 10°. Hvor hgj er masten?

18.M En rhombe (dvs. en firkant, hvori alle siderne er lige lange) har
sidelamgden 10. Den ene diagonal i rhomben har laangden 17.
Bestem laangden af den anden diagonal.

19.M

10 6 4

u
A B C

Bestem laangden af liniestykket AB samt sterrelsen af vinklen BDBC pa
figuren ovenfor.

20.S Eksaktetrigonometriske vaerdier
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21.M

22.M

23.S

Nar man finder sinus til et gradtal pa lommeregneren, sa far man normalt
kun en tilnaamet vaadi ud. Det er sddan set forstaeligt, idet de fleste
trigonometriske vaadier er nogle underlige tal, som det er umuligt at
bestemme eksakt. Men i denne opgave vil vi bestemme de eksakte vaadier
af nogle af de fa trigonometriske starrelser, man kan gere dette for.
Faktisk vil vi finde samtlige vaardier i nedenstéende skema:

v sin(v) cos(V) tan(v)
30° 1/2 J3/2 1/-/3
45° 212 V212 1
60° J3/2 1/2 /3
Betragt den retvinklede, ligebenede trekant til hgjre. v
a Bevis, at vinklen v er 45°. 1
b)  Bestem katetelamgden x vha. Pythagoras. X
1 42
C Bevis at ——==—
) Sv \/E 2 Vv Ny
d) Bestem den eksakte vaadi af tallene
sin(45°), cos(45°) og tan(45°).
Betragt nu den ligesidede trekant til hgjre.
e) Bestem laangden x. 1 h 1
f) Bestem hgjden h vha. Pythagoras.
g  Bestem den eksakte vaadi af tallene sin(60 X _h
°), cos(60°) og tan(60°). 60° 1

h) Bestem den eksakte vaardi af sin(30°), cos(30°) og tan(30°).
(Vink: 30°=90°-60°)

Trekant DABC har sidelaangderne 2,73 ; 4,56 og 6,03.
a) Bestem de tre vinkler i trekant DABC.
b) Bestem laangden af de tre medianer i DABC.

| BABC er A=84°, B=23° 0og c=23.
a Beregn laangden af vinkelhalveringdinien, som halverer A.
b) Beregn arealet af trekanten.

Tangensrelationerne

Vi skal nu bevisetangensr el ationerne:
tan(A) = asin(C) _ asin(B)

b- acoC) c- acos(B)

46



24M

25.M

26.M

b a
h
X - c-X
A B
F C
a) Bevis,atcos(A):Lbos(B)_
b)  Bevis asin(A) :%sin(B)_
C) Udled formlen tan( A) = _asin(B)
c- acoyB)

d) En trekant har stykkernea=27.3, c=19.4 og B=26°. Bestem Aog C
vha. tangensrelationerne.

| firkant ABCD er |AB| =5, |BC| =8, |AC|=7, |BD| =11 og D=63".
Beregn de ukendte stykker i firkanten.

| firkant ABCD er |AB| =5, |BC| =7, |AC| =10, D=45° og | AD|=|CD|.
Beregn de ukendte stykker i firkanten.

| trekant ABC er vinkel A=67,34°, |AC| =5,2 og |AB| =7,3.
Beregn laagden af siden BC samt vinklerne B og C.
Beregn trekantens areal.
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2/ M

28.M

29.M

30.M

A B

Figuren viser en stumpvinklet trekant ABC, hvor
bA=212° , |BC|=6,9 : |AC| =14,2

a Beregn vinklerne B og C.

b) Beregn laangden af liniestykket AB.

C) Beregn aredlet af trekant ABC.

27.2° 43.6°
150 m

En ballon svearer over en vandret mark i punktet B. Frato punkter Aog C
pamarken males vinklen mellem vandret og sigtelinien til B.

Afstanden mellem A og C er 150 m, og gradtallene for de naevnte vinkler
er vist pafiguren.

Hvor hgjt er ballonen oppe?

| trekant ABC betegner F fodpunktet af hgjden fra A pa siden BC. Det
oplyses, at vinkel Cer 41°, |AC| = 7,109 |BF|=1,4.

Bestem |CF| og | AF|.

Bestem de resterende sider og vinkler i trekant ABC.

| trekant ABC er A=68,1°, B=51,4° og a=70,5.
Besten lamgden af hgjden CH samt siderne b og c.
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31.M

32.M

33.M

34.M

C H M B

| en trekant ABC er C=45°. Pa siden BC ligger punkterne H og M. Punktet
M er midtpunkt for BC, og punktet H er bestemt ved, at DAHC er ret.
Endvidere er |AH | =35, |AM | = 37,09 DAMC er spids.

a Beregn |HM| , |HC| og |MC|.

b) Beregn sider og vinkler i trekant ABC.

| firkant ABCD er vinkdl D ret, vinkel B er 120°,
CD|=11.

Beregn vinklen DBAC og laangden af diagonalen | AC]|.
Beregn | AD| samt vinklerne A og Ci firkanten.

AB|=|BC|=7 og

| firkant ABCD er vinklerne A og C rette. | trekant ABD er vinklen D lig
31,2°. Diagonaen BD har lasngden 8,5, og siden BC har laangden 5,1.
Bestem de ukendte sider og vinkler i firkant ABCD.

\Y

a A D

Figuren viser et tvaasnit af et loftsvaarel se med skravasgge.

Langden af skrdvemgen BC er malt til 1,89 m, skunkvagygen AB har
laangden 1,16 m, og hgjden CD i vagrelset er 2,44 m.

a Bestem vinklen v mellem skravaag og gulv.

b) Bestem afstanden a fra skunkvasggen ud til muren.
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Kapitel 1:

2. (n-2)>180°

3a

2009 , 4009
3c:  Hvisv betegner gradtal let, w nygradtallet og x radiantallet, sa

1009

W=VX——r-

Kapitel 3:
2a by =12
3 a=8

Kapitel 4:

90°

c=6

b=9,75

Facitliste

3b: p,2p

09

2b:  ¢=4,618 , b =12,65

c=18

X=

p/2

VX—
90°

d=1,667

1 Trekanterne a, ¢, d, f, g og h er retvinklede.

3:

a b C
10 8 12,8062
11,4891 8 14
45 229,6323 234
6,7 7,2 9,8351
13,5185 19,1 23,4
8,3 9,2 12,3907
19,23 11,0 22,1538
3 4 5
24,6 13,2 27,9177
0,0632 0,03 0,07

4. Ng, hypotenusen er atid den laangde side i en retvinklet trekant. Man kan

ogsa preve at beregne den sidste katete.

Kapitel 5:
2. a) 1,6321 b) 0,3420 ¢)0,0119 d)0,6428 e) 0,9160
f) 0,1108 01 h) 1,5000 i)1 j)-1,4142
3.
a b C A B C
6,1143 12 13,4679 27° 63° 90°
10 8,3066 13 50,2849° | 39,7151° 90°
20,5153 22 30,0812 43° 47° 90°
50 25 55,9017 | 63,4349° | 26,5651° 90°
32 8,5748 33,1289 75° 15° 90°
5,8779 8,9092 10 36° 54° 90°
28,7228 20 35 55,1501° | 34,8499° 90°
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a b C A B C
14,1076 12,57 6,4047 90° 63° 27°
9 12 7,9373 | 48,5904° 90° 41,4096°
2,9089 6 5,2477 29° 90° 61°
10,3528 10 2,6795 90° 75° 15°
14,7900 9,9760 17,84 56° 34° 90°
3 5 4 36,8699° 90° 53,1303°
13 12 5 90° 67,3801° | 22,6199°
Kapitel 6:
3 B=113,13°, b=18,39 eller B=6,87°,b=2,39
4.
a b C A B C
5 6 7 44,4153° | 57,1217° | 78,4630°
6,4696 2 5 130° 13,6985° | 36,3015°
4,8441 4 5 64° 47,9173° | 68,0827°
4 5 2,5910 | 52,6663° | 96,3337° 31°
16,7239 | 21,7479 20 47° 72° 61°
17,48 531 20,23 52,1257° | 13,8740° | 114,0003
1,372 0,781 0,9117 | 108,0535 | 32,7665° 39,18°
121,26 234,8 187,3 30,8527° 96,76° 52,3873°
8,0554 5,322 3,441 132,4583 | 29,1717° 18,37°
1309,41 | 758,06 1636 51,72° 27,03° 101,25°
ba a=5,0392 B=92,4581° C=48,5306° Bb:  T=15,1036
6a  A=84° b=12,0455 ¢c=10,2863 6b: T=61,5127
7 Arealerneer i rakkefglge: 14,6969 3,8302 8,9879
501504 159,0537 42,3970 0,3385 11276,68
2,8857 486768,52
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Kapiteloversigt

Ensvinkledetrekanter

Cl al E:B :i
a b ¢
c a
b
b,
Retvinklet trekant
B a2 +p2 = c2
sin(A) =2
b
a c cos(A):E
a
tan(A) = —
(A) >
—
C b A
Vilkarlig trekant
B a _ b
sin(A) sin(B) sin(C)
¢ a ¢ =a? +b?- 2xa*h>cogC)
- Labsin(c)
A 2
b C
Trigonometriske formler
sin?v+cos’v=1
snv =coy90°- v) cosv =49n(90°- v)
snv=39n(180°- v) - COsv =¢0s(180°- v)
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